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Einleitung

Die Entwicklung in der Halbleiterindustrie ist seit Jahrzehnten durch eine konti-
nuierliche Miniaturisierung gepréigt. Moderne Technologien ermoglichen es mitt-
lerweile, Bauelemente im Nanometerbereich herzustellen. Dies hat den Begriff
Nanoelektronik geprigt.

Der Erfolg der Elektronik beruht dabei grofitenteils auf der Entwicklung des
Silizium-MOSFETs (Metal-Oxide-Semiconductor-Field-Effect-Transistor) und der
auf ihm basierenden CMOS-Technologie zur Herstellung integrierter Schaltkreise.
Daneben spielen (3)-(5)-Verbindungshalbleiter aufgrund ihrer direkten Bandliicke
in optoelektronischen Bauelementen eine herausragende Rolle.

Schlielich sind Nitrid-Halbleiter fiir Anwendungen in der Mikrowellentechnik in
den Mittelpunkt des Interesses geriickt. Dies liegt an ihrere hohen Bandliicke,
die den Einsatz im Bereich der Leistungselektronik ermoglicht.

Das Vordringen in den Bereich der Nano-Physik erfordert eine Weiterent-
wicklung und Neubestimmung der bestehenden Konzepte zur Modellierung und
theoretischen Beschreibung der Bauelemente. Die Verkleinerung der Strukturgrs-
Ben riickt insbesondere die Gesetze der Quantenmechanik in den Vordergrund.
Bisherige theoretische Arbeiten kann man grob in zwei Klassen unterteilen. Die
eine Gruppe beschrinkt sich auf Situationen im thermodynamischen Gleichge-
wicht und legt den Schwerpunkt auf die Berechnung der elektronischen Struk-
tur. Die andere Gruppe stellt Transportrechnungen in den Mittelpunkt, z.B. bei
der Simulation oben genannter MOSFETS, macht aber starke Niherungen bei
der elektronischen Struktur. Es ist das Hauptanliegen dieser Arbeit, ein neues
Modell vorzustellen, das beide Ansiitze verbindet. Konkret bedeutet dies, dass
Bauelemente in Nichtgleichgewichts-Situationen unter moglichst genauer Bertick-
sichtigung der Bandstruktur untersucht werden sollen. Dies erfordert zwingend
die Beriicksichtigung der mechanischen Verspannungen in Heterostrukturen so-
wie die daraus resultierenden piezoelektrischen Effekte. In Wurtzit-Nitriden muss
zudem die spontane Polarisation miteinbezogen werden. Gleichzeitig sollten die
Probleme mit vertretbarem Rechenaufwand losbar sein. Mit dieser Arbeit wird
somit ein Rahmen geschaffen, der ein detailliertes Versténdnis von experimentel-
len Ergebnissen ermoglicht und zugleich Hilfsmittel ist fiir den Entwurf neuartiger
Bauelemente.

In den ersten fiinf Kapiteln werden die verwendeten Methoden erldutert und
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die zugrunde liegenden Annahmen diskutiert. Kapitel 1 gibt einen Uberblick und
stellt kurz dar, in welcher Weise die berticksichtigten Gleichungen - das sind die
Verspannungsgleichung, die Mehrband-kp-Schrodingergleichung, die Poissonglei-
chung und die Stromgleichung - voneinander abhéngen. In Kapitel 2 wird die Be-
rechnung der elektronischen Struktur im Rahmen der 8 x 8-kp-Theorie erlidutert.
Dabei gehen wir insbesondere auch auf den Einfluss der Verspannungen ein. Ka-
pitel 3 behandelt die elektronische Struktur fiir Nichtgleichgewichts-Situationen.
Im Wesentlichen wird hier ein Modell vorgeschlagen, das stationére quanten-
mechanische Zustinde mit einer semiklassischen Transportgleichung verbindet.
Kapitel 4 stellt schliellich die Halbleitergleichungen zusammen und erléutert die
dazugehorigen Randbedingungen. Mechanische Verspannungen werden im Rah-
men der Elasitizitétstheorie berechnet. Das Kapitel endet mit der Darstellung
des von uns verwendeten Diskretisierungsverfahren, ndmlich der Methode der fi-
niten Volumen. Die selbstkonsistente Losung der genannten Gleichungen kann
mitunter recht kompliziert sein. Auf diesen Problemkreis gehen wir in Kapitel 5
ein.

Kernstiick dieser Arbeit ist die Simulation von einzelnen Quantenpunkten.
Hier sind Simulationsrechnungen unerlésslich zur Interpretation von experimen-
tellen Ergebnissen. Wir zeigen anhand eines gegebenen Experiments, wie durch
systematische Rechnungen Riickschliisse auf die Geometrie und Gréfle der Quan-
tenpunkte gezogen weden koénnen. Geht es bei Quantenpunkten vor allem um
optische Eigenschaften und die elektronische Struktur im Nichtgleichgewicht, d.h.
unter angelegter Spannung, so stehen bei MOS-Transistoren Strom-Spannungs-
kennlinien im Vordergrund. Der technologische Fortschritt ermoglicht die Her-
stellung von Transistoren mit Gate-Léngen im Nanometerbereich. Unser Ziel ist
es, die Auswirkungen von quantenmechanischen Effekten auf das elektronische
Verhalten eines Double-Gate-MOSFETSs darzustellen. Dabei spielen insbesonde-
re Kurzkanaleffekte eine Rolle. Als weitere Anwendung untersuchen wir SiGe-
Quantenkaskadenstrukturen, die fiir die Entwicklung von Lasern auf Silizium-
Basis von Bedeutung sind. Der Schwerpunkt liegt hier bei der Berechnung der
Bandstruktur und den daraus resultierenden Streuzeiten fiir strahlende und nicht-
strahlende Ubergiinge. Schliefllich untersuchen wir zweidimensionale Lochergase
in GaN/AlGaN-Heterostrukturen. Es zeigt sich, dass trotz der hohen Ionisie-
rungsenergien der Akzeptoren hohe Locherdichten erreichbar sind durch gezieltes
Ausnutzen von piezo- und pyroelektrischen Polarisationsladungen.

vi




Kapitel 1

Simulation in der
Halbleiterphysik

1.1 Aktueller Stand in der Halbleitersimulation

Der effiziente Entwurf von Halbleiterbauelementen erfordert zwingend leistungs-
fihige Simulationswerkzeuge zur Vorhersage des elektrischen Verhaltens der ent-
worfenen Halbleiterstrukturen. Vor diesem Hintergrund hat es in den letzten zwei
Jahrzehnten eine umfangreiche Forschungstitigkeit gegeben, die einerseits neue
Methoden in der Modellierung von Bauelementen hervorbrachte und andererseits
umfangreiche Programmpakete zur Verfiigung stellte. Durch die zunehmende Mi-
niaturisierung in der Halbleitertechnologie hat dabei in den letzen Jahren eine
Verschiebung des Hauptaugenmerks auf die Beschreibung von quantenmechani-
schen Effekten stattgefunden.

Die bisher vorhandenen Simulatoren kénnen grob in zwei Klassen unterteilt wer-
den. Die erste Kategorie beschrinkt sich auf Situationen im thermodynamischen
Gleichgewicht und legt den Schwerpunkt auf eine moglichst genaue Beschrei-
bung der elektronischen Struktur. In der Literatur sind dazu zahlreiche Arbeiten
erschienen, die sich mit Heterostrukturen wie Quantenpunkten, Quantendrih-
ten und Quantengridben befassen. Die Bandstruktur wird dabei mit Hilfe der
Einband-Schodingergleichung [1], der Mehrband-kp-Schrodingergleichung [2](3][4]
oder im Rahmen der Tight-Binding-Theorie beschrieben [5]. Diese Arbeiten ha-
ben jedoch gemeinsam, dass sie sich auf spezielle Probleme beziehen und fiir ein
Simulationsprogramm nicht allgemein genug gehalten sind. Unseren Bediirfnis-
sen am néchsten kommt der Simulator SCRAPS von S. Laux, A. Kumar und F.
Stern. Dieser verfiigt iiber ein flexibles Eingabesystem, hat aber die wesentliche
Einschriinkung, dass nur Elektronen bei parabolischer Einband-N#herung quan-
tenmechanisch, die Locher dagegen klassisch beschrieben werden. FEine akku-
rate Modellierung verspannter elektronischer Strukturen in Heterobauelementen
macht jedoch die Losung einer Mehrband-kp-Schrodingergleichung unumgging-
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lich.

Die zweite Gruppe der Bauelementsimulatoren stellt die Berechnung von Strom-
Spannungskennlinien in den Vordergrund und nimmt im Gegenzug erhebliche
Vereinfachungen bei der Behandlung der elektronischen Struktur in Kauf. Vor
allem im Umfeld der Elektrotechnik sind hier mehrere, zum Teil kommerziel-
le Programmpakete entwickelt worden [6][7][8][9]. Diese sind jedoch in der Regel
auf spezielle klassische Bauelemente wie Feldeffekttransistoren zugeschnitten und
oft auf Silizium beschrénkt. Entsprechend ihres Einsatzgebietes in der industriel-
len Forschung beinhalten sie oft zusétzliche Module zur Prozess-Simulation [7][8].
Der Berechnung der Strome liegt die Annahme zugrunde, dass die Ladungstri-
gerverteilung nicht allzu weit vom Gleichgewichtszustand abweicht. Dann kann
man von der Boltzmanngleichung mit Relaxationsansatz ausgehen, deren ers-
tes Moment auf die Drift-Diffusionsgleichung fithrt. Die Beriicksichtigung des
zweiten Moments ergibt zusétzlich die hydrdynamische Gleichung. Auch hier
hat es in den letzten Jahren Bemiihungen gegeben, quantenmechanische Effek-
te wenigstens ansatzweise zu beriicksichtigen. Um die Rechenzeiten gering zu
halten, wird aber immer noch von einer Losung der Schrodingergleichung abge-
sehen und stattdessen die Ladungstriigerdichte im Rahmen der Dichtegradien-
tenmethode stoérungstheoretisch korrigiert [10]. Eindimensionale Tunnelstrome
konnen mithilfe eines WKB-Ansatzes beschrieben werden [11]. Alternativ zu den
Drift-Diffusionsgleichungen gibt es bewiihrte Ansiitze zur direkten Losung der
Transportgleichung mittels Monte-Carlo-Methoden [12][13][14], die jedoch meist
die klassische Boltzmanngleichung zugrunde legen.

Erst seit wenigen Jahren wird versucht, diese Methoden in Richtung Quanten-
transport zu erweitern. Einerseits geschieht dies durch Ubergang von der Fer-
miverteilung zur Wignerfunktion [15], welcher zu der bereits erwithnten Dich-
tegradientenmethode fiithrt. Dieser Ansatz ist zumindest ausreichend zur Be-
schreibung der Strom-Spannungskennlinien in Kanilen mit Breiten im Nanome-
terbereich, er liefert jedoch keinerlei Aussagen iiber die quantisierten Zusténde.
Fischetti beschrinkt sich auf Bauelemente mit Abmessungen, die klein gegen
die Wellenléinge des Elektrons sind, und beschreibt den Transport im Rahmen
der Pauli-Master-Gleichung als Streuproblem [16][17]. Am weitesten gehen Lake
und Mitarbeiter [18], die in ihrem Simulator NEMO das Transportproblem mit
Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen beschreiben. Diese haben jedoch einerseits
das Problem, dass sehr viele N&herungen eingehen, die das physikalische Verhal-
ten des simulierten Bauelements beinahe uniiberschaubar machen, andererseits
ist der Rechenaufwand selbst in einer Dimension derart hoch, dass eine Erweite-
rung dieses Verfahrens auf zwei- und dreidimensionale Probleme wenig sinnvoll
erscheint.

Vor diesem Hintergrund verfolgen wir das Ziel, die Ansiitze aus den beiden be-
schriebenen Gruppen von Simulatoren zu kombinieren. Zum einen soll die elek-
tronische Struktur moglichst genau beschrieben werden, zum anderen sollen auch
Nichtgleichgewichts-Situationen erfasst werden. Dies wird im néchsten Abschnitt
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genauer erliutert.

1.2 Neuer Ansatz fiir Nichtgleichgewichts-Situa-
tionen

Fiir die realistische Simulation von Halbleiter-Nanostrukturen ist es unerlésslich,
ihr Verhalten auch bei angelegter dufierer Spannung beschreiben zu koénnen. Als
Kern dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, das es erlaubt, derartige Si-
tuation in verniinftiger Zeit sinnvoll zu behandeln. Als Nebenprodukt ist ein
Programmpaket namens NEXTNANO? entstanden, welches darauf ausgelegt ist,
fiir Halbleiter-Nanostrukturen die elektronische Struktur sowie die daraus resul-
tierende Ladungsdichte fiir Nichtgleichgewichts-Situationen selbstkonsistent zu
berechnen. Dabei nehmen wir an, dass sich die Ladungstréiger in einem lokalen
thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Dies erlaubt uns die Beschreibung
der Nichtgleichgewichts-Situation iiber zwei Quasi-Ferminiveaus, eines fiir Elek-
tronen und eines fiir Locher. Es zeigt sich, dass fiir die Berechnung dieser Quasi-
Ferminiveaus die semiklassische Drift-Diffusionsgleichung gut geeignet ist. Die
Kombination von stationiren quantenmechanischen Zustinden mit einer Trans-
portgleichung, die in verniinftiger Zeit 16sbar ist, stellt eine wesentliche Neuerung
im Vergleich zu den bereits existierenden Simulationsmethoden dar. Gleichzei-
tig lassen wir fiir die Berechnung der Verspannungen und der Bandstruktur eine
beliebige Kristallorientierung zu ebenso wie Magnetfelder. Die Unterteilung des
Bauelements in Quantenregionen, wo die Dichte quantenmechanisch berechnet
wird, und klassischen Regionen mit einer Dichteberechnung mithilfe der Thomas-
Fermi-Zustandsdichte ermoglicht schliefllich die effiziente Simulation von Struk-
turen vom Mikro- bis zum Nanometerbereich.

In Abb. 1.1 sind die wesentlichen Zusammenhinge zwischen den Eingabedaten
und dem Simulationsergebnis, sowie die Abhéingigkeiten der physikalischen Mo-
delle untereinander grafisch dargestellt.

Die wichtigsten Eingabedaten sind die Materialgeometrie, das Dotierprofil sowie
diverse Randbedingungen, wie elektrische Kontakte, mechanischer Druck auf die
Probe und angelegtes Magnetfeld. Die selbstkonsistente Losung wird im Prinzip
durch das elektrostatische Potenzial und die Quasi-Ferminiveaus fiir Elektronen
und Lécher vollstéindig beschrieben.

Zunéchst werden die inneren Verspannungen, die durch Gitterfehlanpassungen an
Heterogrenzflichen verursacht werden, im Rahmen der Elastizitéitstheorie berech-
net. Als Randbedingung geht hier ein eventuell vorhandener &uflerer hydrostati-
scher Druck ein. Die Verspannungen fiithren zu einem piezoelektrischen Polarisa-
tionsfeld, welches zusammen mit pyroelektrischer Polarisation zu festen Raumla-
dungen fithrt. Ebenso kommte es iiber die Deformationspotenziale zur Verschie-
bung der Leitungs- und Valenzbandenergien und zu einer Aufspaltung der Ener-
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Abbildung 1.1: Uberblick iiber die Zusammenhinge zwischen den physikalischen
Modellen. Von der Fingabeseite ist das Problem durch die Materialgeometrie, das
Dotierprofil und die Randbedingungen definiert. Die selbstkonsistente Losung wird
vollstindig durch das elektrische Potenzial und die Quasi-Ferminiveaus bestimmt.
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gieniveaus. Zusammen mit dem elektrostatischen Potenzial ergibt sich daraus
der rdumliche Verlauf der potenziellen Energie, das Vektorpotenzial wird durch
das angelegte Magnetfeld bestimmt. Nun kénnen durch Lésen der Mehrband-kp-
oder der Einband-Schrédingergleichung die quantisierten Zustéinde berechnet
werden. Die Ladungsdichte erhalten wir durch Besetzen dieser Zusténde iiber
das lokale Quasi-Ferminiveau. Dies ist eine der zentralen Annahmen, auf die
in Kap. 3 niher eingegangen wird. Einen weiteren Beitrag zur Dichte liefern
Dotierungen, d.h. Donatoren oder Akzeptoren, deren energetische Lage durch
das elektrostatische Potenzial und ihre Ionisierungsenergien bestimmt wird. Auf-
grund der Annahme eines lokalen thermodynamischen Gleichgewichts werden die
Storstellen ebenfalls iiber das lokale Quasi-Ferminiveau besetzt. Bei gegebener
Dichte ergibt sich nun das elektrostatische Potenzial aus der Poissongleichung.
Dabei werden als Randbedingungen ohmsche Kontakte, Schottky-Kontakte und
Oberflichenladungen beriicksichtigt.

Zur Bestimmung der Quasi-Ferminiveaus muss eine Stromgleichung fiir Elektro-
nen und Locher gelost werden. Dazu nehmen wir an, dass der Strom proportional
der Ladungstrigerdichte und dem Gradienten des Quasi-Ferminiveaus ist. Der
Proportionalititsfaktor ist abhéingig von der Relaxationszeit, dem elektrischen
Feld in Bewegungsrichtung und der Verspannung, und stellt im Allgemeinen einen
Tensor zweiter Stufe dar. Die Stromgleichungen fiir die Elektronen und Lécher
sind zudem iiber Rekombinationsterme gekoppelt. Als Randbedingungen werden
wiederum ohmsche Kontakte und Schottky-Kontakte in Betracht gezogen. Diese
Zusammenhinge werden in Kap. 4 genauer erldutert.

Eine selbstkonsistente Losung des Problems ist gegeben, wenn das elektrosta-
tische Potenzial und die Quasi-Ferminiveaus Werte erreicht haben, fiir die alle
diese Beziehungen gleichzeitig erfiillt sind. Nummerisch stellt dies eine gewaltiges
Problem dar, das in Kap. 5 dargestellt wird.

1.3 Eingabesystem

Geometrieverarbeitung

Um komplexe physikalische Systeme wie InGaAs-Quantenpunkte und Si-Transis-
toren effizient handhaben zu kénnen, war es nétig, ein flexibles Eingabesystem
fiir beliebige (3)-(5)- und (4)-(4)-Halbleiter vorzusehen. Dieses wurde im Wesent-
lichen von Herrn Dr. Giinther Zandler entwickelt und ist so ausgelegt, dass es
beliebige Geometriestrukturen verarbeiten kann. Dazu wird das Bauelement auf
ein dreidimensionales, inhomogenes Gitter abgebildet, wobei jedem Gitterpunkt
eine Materialnummer zugeordnet wird. In der Eingabedatei miissen hierzu Ma-
terialregionen spezifiziert werden, fiir die standardméfig Geometrieobjekte wie
Kugeln, Ellipsoide, Obelisken, Quader usw. zur Verfiigung stehen, welche zudem
beliebig kombiniert werden kénnen. In einer separaten Datenbasis stehen fiir jedes
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Material alle benstigten Parameter zur Verfiigung, wie Bandenergien, effektive
Massen, dielektrische, piezo- und pyroelektrische Konstanten, Deformationspo-
tenziale, kp-Parameter, usw. Neben Silizium und Germanium und den typischen
binéiren Halbleiterverbindungen wie GaAs, InAs, AlAs, GaN, AIN, InN sind au-
Berdem Legierungen wie Al,Ga;_,As, Al,Ga;_,N oder Si,Ge;_, zugelassen. Das
Legierungsprofil wird hierbei durch die ortsabhiingige Legierungskonzentration z
bestimmt. Im Eingabesystem sind dafiir Standardfunktionen wie lineare oder
gaufiformige Verteilungen, die beliebig im Raum gedreht werden kénnen, vor-
gesehen. Materialparameter von terniren Legierungshalbleitern werden mittels
linearer oder auch nichtlinearer Interpolation berechnet. Daraus kann man erse-
hen, dass im Prinzip fiir jeden Gitterpunkt ein eigener vollstéindiger Datensatz
ermittelt und abgespeichert werden muss.

Simulationsgitter

Die Gitterpunkte des Simulationsgitters befinden sich zwischen den Punkten des
Materialgitters. Daraus ergibt sich, dass sich die Punkte des Simulationsgit-
ters auf den Grenzflichen befinden. Da viele physikalische Groflen, wie z.B. die
Ladungstréigerdichte, an Heteroiibergéingen unstetig sind, werden an Grenzfli-
chen ortsgleiche Gitterpunkte eingefiigt, welche die entsprechenden links- und
rechtsseitigen Grenzwerte représentieren. Den so definierten Hyperflichen wird
zusétzliche physikalische Information zugewiesen wie Oberfléichenladungen oder
Oberflichenzustinde. Dies kann zum einen iiber das Eingabesystem erfolgen,
zum anderen geschieht dies automatisch, z.B. bei Grenzflichenladungen aufgrund
der pyro -und piezoelektrischen Polarisationsfelder.

Quantenregionen

Quantenregionen sind Gebiete, in denen die Dichte quantenmechanisch berechnet
wird. Diese kénnen mit oben genannten Geometrieobjekten eingegeben werden
und sind vollig unabhéingig von den Materialregionen definiert. Dabei sind be-
liebig viele Quantenregionen zugelassen, die sich jedoch nicht iiberlappen diirfen.
Grob gesagt wird das Bauelement in eine klassische Region und eine bestimm-
te Zahl disjunkter Quantenregionen partitioniert. Quantenmechanische Grofien
wie Wellenfunktionen sind damit nur in der jeweiligen Quantenregion definiert.
Infolgedessen miissen intern Funktionen bereitgestellt werden, welche einen ra-
schen Austausch von Daten zwischen dem globalen Simulationsgitter und den
Teilgittern in den Quantenregionen erlauben.

Kontakte

Die Randbedingungen werden iiber Kontaktregionen definiert, welche ebenfalls
beliebige Form haben diirfen. Gegenwirtig sind spannungskontrollierte ohmsche




1.3. Eingabesystem 7

Kontakte und spannungskontrollierte Schottky-Kontakte implementiert. Dane-
ben lassen sich auch mathematische Randbedingungen vom Typ Dirichlet und
von Neumann direkt angeben. Nichtverschwindende elektrische Felder werden
iiber dquivalente Oberflichenladungen spezifiziert.

Dotierung

Als Dotierung sind grundsitzlich Donatoren und Akzeptoren moglich. Dazu miis-
sen in der Eingabedatei die Dotierkonzentration, das Dotierprofil sowie die Ioni-
sierungsenergien angegeben werden. Das Dotierprofil kann linear oder gauf3for-
mig sein. Es sind beliebig viele Dotierregionen erlaubt, die sich auch iiberlappen
diirfen.

Modelle fiir die elektronische Struktur

Grundsitzlich konnen mehrere Minima des Leitungs-und Valenzbandes beriick-
sichtigt werden. StandardméBig sind dies das I'-, X- und L-Tal im Leitungsband
sowie das schwere, leichte und abgespaltene Lochband im Valenzband. In klas-
sischen Regionen wird die Dichte mithilfe der Thomas-Fermi-Niherung fiir alle
Bénder unter Berticksichtigung eines Nichtparabolizitéitsfaktors berechnet. In
Quantenregionen kann der Anwender fiir jedes Bandminimum ein eigenes Modell
spezifizieren. Zur Auswahl stehen die Thomas-Fermi-N#herung, die Einband-
Schrodingergleichung, die Sechsband-kp-Schrédingergleichung fiir das schwere,
leichte und abgespaltene Lochband sowie die Achtband-kp-Schrédingergleichung
fiir das schwere, leichte und abgespaltene Lochband und das I'-Tal. Dabei fiih-
ren Verpannungs- und Anisotropieeffekte zu einer erheblichen Komplizierung.
Wihrend diese Effekte in der Achtband-kp-Schrédingergleichung direkt enthalten
sind, miissen sie bei der Behandlung der X- und L- Téler in Einband-Ndherung
noch beriicksichtigt werden. Zun#chst einmal resultiert aus der mechanische Ver-
spannung ein energetisches Aufspalten der X- und L- Téler, welches durch die
Deformationspotenziale beschrieben wird. Dies macht es notwendig, fiir die ver-
schiedenen Energieniveaus eigene Schrodingergleichungen zu losen. Gleichzeitig
konnen zwei X- und L- Téler mit gleicher energetischer Lage unterschiedliche
Orientierung der Hauptachsen des effektive-Massetensors haben, was nochmals
eine getrennte Behandlung erfordert.

Weiterhin wird zugelassen, nur die Energie-Eigenwerte bis zu einer bestimmten
Energie zu berticksichtigen und die dariiber liegenden Zusténde in Thomas-Fermi-
Niherung zu behandeln. Ebenso ist ein Modell implementiert, welches die gebun-
denen Zustéinde herausfiltert und nur diese quantenmechanisch beriicksichtigt.

Transportmodell

Wie schon erwihnt, baut unser Simulationsverfahren auf der semiklassische Trans-
portgleichung auf. Zusitzlich kann die ballistische Transmissionswahrscheinlich-
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keit aus den stationdiren Zustéinden berechnet werden. Die Stromgleichungen
fiir die Elektronen und die Locher sind iiber Rekombinationsterme gekoppelt.
Die wichtigsten Mechanismen sind Auger-Rekombination, Shockley-Read-Hall-
Rekombination und direkte Rekombination, welche in der Eingabedatei spezifi-
ziert werden miissen.
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Bandstruktur

In nanostrukturierten Bauelementen wie Quantenpunkten und Nano-Transistoren
konnen Quantisierungseffekte nicht mehr vernachléssigt werden. Um diese kor-
rekt zu beschreiben, ist die Losung der Schrodingergleichung notwendig. Die
elektronische Struktur beriicksichtigen wir im Rahmen der Mehrband-kp-Theorie.
In Heterostrukturen kann es zudem aufgrund unterschiedlicher Gitterkonstanten
zu mechanischen Verspannungen kommen. Die dadurch bedingten Potenzialver-
schiebungen miissen in den Strukturrechnungen beriicksichtigt werden. Da wir
auch Situationen untersuchen wollen, in denen die Koordinatenachsen, entlang
derer diskretisiert wird, nicht mit den Kristallachsen iibereinstimmen, musste
eine Rotation des kp-Hamiltonoperators auf beliebige Kristallrichtungen durch-
gefiihrt werden. Dies hat eine erhebliche Komplizierung des Problems zur Folge.
In der Tat ist die Darstellung derart komplex, dass man keine analytische Dar-
stellung des Hamiltonoperators mehr hinschreiben kann, sondern beim Aufstellen
der Matrix in mehreren Schritten vorgehen muss. Die Diskretisierung erfolgt auf
einem inhomogenen Gitter. Dabei ist zu beachten, dass die resultierende Ha-
miltonmatrix hermitesch sein muss, um Stromerhaltung zu gewéhrleisten. Dar-
iiber hinaus wollen wir in Einzelfiillen die elektronische Struktur in Halbleiter-
Nanostrukturen unter angelegten Magnetfeldern berechnen. Da dies im Rahmen
der kp-Theorie zu erheblichen zusiitzlichen Problemen fiihrt, wurden zunichst
Magnetfelder in Einband-N#herung berticksichtigt. Die Hauptschwierigkeit war
dabei, eine Diskretisierung fiir dreidimensionale Geometrien auf inhomogenem
Gitter mit ortsabhéingigen Materialkonstanten zu finden, die den Hamiltonope-
rator invariant unter Eichtransformationen lisst. Die zu diagonalisierenden Ma-
trizen sind diinn besiedelt und haben in drei Dimensionen typischerweise eine
Dimension von 10 x 10%. Zu ihrer Losung verwenden wir iterative Methoden.
Dabei hat sich das Jacobi-Davidson-Verfahren am besten bewihrt.

Das Kapitel gliedert sich folgendermafien. Zunéchst werden die Grundlagen der
kp-Theorie einschliellich mechanischer Verspannungen erldutert. Anschlieend
geben wir die konkrete Form des von uns verwendeten Hamiltonoperators an und
gehen daraufhin auf die Diskretisierung ein. Am Ende zeigen wir, wie Magnet-
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Abbildung 2.1: Energiedispersion mit einem Minimum im Punkt Eo.

felder in Einband-N&herung behandelt werden kénnen.

2.1 Grundlagen

Im Folgenden sollen die Grundaussagen der kp-Theorie kurz zusammengefasst
werden. Zunichst geben wir eine Darstellung des nichtrelativistischen Hamil-
tonoperators fiir die Einhiillenden-Wellenfunktionen in einem &ufleren Feld an.
Anschlielend wird der Einfluss von relativistischen Korrekturen sowie elastischen
Verspannungen erldutert.

Blochfunktionen

Die Blochfunktionen ¥ (%) sind die exakten Losungen der Gleichung

HoU = BV (2.1)
mit
Ho = — 2% 4 (@) (2.2)
0 = om olT .

mit dem gitterperiodischen Potenzial V;(Z), den Eigenenergien E, (k) und der
freien Elektronenmasse m. Aufgrund der Periodizitéit konnen die Blochfunktio-
nen geschrieben werden als

wo u, (%) die periodischen Blochfaktoren sind [21].

Fiir die Dispersion in Abb. 2.1 mit dem Energieminimum im Punkt I;o kann
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man folgende Luttinger-Kohn-Basis definieren (% als Normierungsfaktor):

Png = %\Pn,;oe”ﬁ (2.3)
(Pngs Prg) = Onwlag (2.4)
(Pngo Powg) = POy (2.5)
P = (W 5,2 ) (2.6)

Externes Feld

In einem #dufleren Feld ist der Hamiltonoperator folgendermaflen definiert:
H-=H, (ﬁ+ %A’(.f)) +U@), 2.7)
wobei

P
Hy (p) = o + Va(%)

- = 19A(%)
E = *VU(I)‘FC ot

Dabei bezeichnet U (%) das #iuBere elektrische Potenzial und A(Z) das Vektorpo-

tenzial. Vj ist das gitterperiodische Potenzial aus Gl. (2.2). Die Schrodingerglei-

chung lautet:

oY ()
ot

Die Losungen ¥(&) werden nach den Blochfunktionen ¥, 7 - des ungestorten Ha-

HY(Z) = il (2.8)

miltonoperators Hy im Punkt 120 entwickelt:
U(F) =Y PV, (2.9)

mit den im Vergleich zur Gitterkonstante langsam variierenden Einhiillenden-
Wellenfunktionen F,(Z). Dabei bezeichnet n den Bandindex.
Die Einhiillenden-Wellenfunktionen werden als Fourier-Reihe geschrieben mit den
Fourier-Koeffizienten ¢,z = [ F,(¥)e~*%di"

Fo(@) =Y e ™ (2.10)

E

Diese Formel wird in Gl. (2.8) eingesetzt und man erhélt nun folgendes Glei-
chungssystem:

Z Z [(H1 + Hz)n/;;/yn,; + Ené‘nn/ﬁlgg,] Co = Zﬁa(gf/ (2.11)
n k
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Dabei gilt:

(HO)nr;;rmE = Enﬁnn'égﬁ/ ’ En:En(EO)

R eh (= -\ = e\?
(Hl)n’lz-’,nl; = % |:h2k‘26EE; + ? K+ k) T—k! + (Z) AI(;2—)E’:| 6nn’ + UE;?E(SmL’

1/ - e -
(H)wirgi = (ﬁkézzr+; —k) Pun

Die Potenziale lauten in Fourier-Darstellung:

A@) =Y Ap™ | B@) = ADe™ | U (@)= Upe™  (212)
q q q
Bisher wurde noch keine stérungstheoretische Niaherung gemacht, sondern nur
der Hartree-Hamiltonoperator in die Luttinger-Kohn-Basis umgeschrieben. Man
fasst nun die Bénder in zwei Gruppen zusammen. Die energetisch benachbarten
Binder in Gruppe A werden weiterhin exakt behandelt, wihrend die restlichen
Bénder der Gruppe B storungstheoretisch betrachtet werden. Dann ergibt sich
mit m,m’ € Aund s € B:

0 )
Y Hestomi Cnit = iy e > Oy = Cp € (2.13)

mk

H o pmi = Enbmmbgp + (Hl)m/;;”m]; + (Hz)m,,;,,m,; +

Z (Hz)m,,;,75,;,/ . (H2)SE”7mE
E, — E;

S
mit

(Ho) o ni = Enbnwbpp 5 En = En(ko)

1 -, eh /= =\ - e\Z (s

(H) gk = 5 {ﬁgkzéz;r+7 " F) A+ (5) A;;Z_),;,} B + Ugs e
1 = e - .

(HZ)anr,nE = E (ﬁk‘bglz,+z i_i ) Pun

Geht man nun in die Ortsraumdarstellung zurtick, erhilt man schliefflich:

> Hyn (&, 1) = iﬁ%Fm, (1) (2.14)

mit
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n foo
Hm/m = Emémm' =+ %Kzﬁmm’ + EKpm'm + (215)
h? (Rﬁm’s) (kﬁsm) .
=y .- U (Z)0mmr , m,m’ € Klasse A

s€Klasse B
= e -
. L Az
iV + e (%)

—

K

Dabei bezeichnet A die Klasse der Béinder, welche exakt behandelt werden, und
B die Klasse der Fernbénder, iiber die summiert wird.

Man beachte, dass die Lage des Bandminimums 120 nicht in die Darstellung des
Hamiltonoperators fiir die Einhiillenden-Funktionen eingeht. Lediglich die Basis-
zusténde (Blochzusténde) héingen von ko ab.

Ubergang zum Volumenhalbleiter (engl. bulk)
Die entsprechende Darstellung im Volumenhalbleiter (engl. bulk), d.h. fiir ver-
schwindende dufiere Felder (U(Z) = 0, A(Z) = 0), ergibt sich, indem man fiir die
Einhiillenden-Funktionen ebene Wellen ansetzt mit dem Wellenvektor k:

F. (%) = Xme“;‘f, m € Klasse A
Damit folgt sofort aus Gl. (2.15):
ﬁZ
2m

+ﬁ—22 > 7(@;2_(21?) + U(D)Smm

. [
Hm’m = Em(smm’ + kzémm’ + _kﬁm’m + (216)
m

m,m’ € Klasse A
seKlasse B

Oft hat man Heterostrukturen, die in (z,y)-Richtung homogen sind. Dann han-
delt es sich faktisch um ein eindimensionales Problem im Ortsraum. Dement-
sprechend besitzt die Einhiillenden-Wellenfunktion nur eine z-Abhéingigkeit, die
Dispersion in (z, y)-Richtung wird wieder durch ebene Wellen beschrieben:

Fo(Z) = x,,(2)ei®="+0v) e Klasse A
Den kp-Hamiltonoperator erhélt man nun aus Gl. (2.15) durch die Substitution
K = =iV — (ks ky, —i0.)" .
Spin-Bahn-Wechselwirkung

In der bisherigen Darstellung wurden relativistische Effekte nicht berticksichtigt.
Ausgangspunkt dafiir ist die Schrodingergleichung in zweikomponentiger Form,
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welche man als nichtrelativistischen Grenzfall aus der Dirac-Gleichung erhlt [22]:

2

P h - N\ =
2m Vo) + 4m2c? (VVO x p) ot

hZ o p4
Vi —
8m2c? V¥ 8m3c?

U(r) =e¥(r)

(2.17)
Dabei bezeichnet m die freie Elektonenmasse und Vp(r) das Kristallpotenzial.
Der dritte, vierte, und fiinfte Term in Gl. (2.17) stellen relativistische Korrektu-

ren dar. Im Einzelnen ist 4m'—1252 <6V0 X ﬁ) -& die Spin-Bahnkopplung, welche die
charakteristischen Aufspaltungen der Valenzbandenergien verursacht. Die bei-
den letzten Terme stellen skalar-relativistische Korrekturen dar und sind nur fiir
schwere Atome fiir die innersten Schalen von Bedeutung.

In den Basisfunktionen (2.3) muss nun der Spin mitberiicksichtigt werden:

Crio = =V, €% 55 (2.18)

Im Weiteren werden die Spineigenzustéinde mit |[1> und ||> (,,Spin up” bzw.
,»Spin down”) bezeichnet. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung fiihrt zu einer Aufspal-
tung der Valenzbéinder am I'-Punkt (Abb. 2.2). Zusitzlich beeinflussen noch
Verspannungseffekte die Bandstruktur. Darauf wird weiter unten eingegangen.

2.2 Darstellung des kp-Hamiltonoperators

Im Folgenden wird kurz die von uns implementierte Form der Hamiltonmatrix im
erldutert. Zuniichst soll dabei ein Volumenhalbleiter zugrunde gelegt werden, der
Ubergang zu Heterostrukturen wird im nichsten Abschnitt beschrieben. Dabei
beschrénken wir uns auf Zinkblende, die Darstellung fiir Wurtzit findet sich in
Anhang C. Als Basiszusténde wihlen wir |s 1>, |s | > fiir das Leitungsband und
|z 1>, ly 1>, |z T>, |z |>, |y |>, |z |> fiir das Valenzband. Diese definieren
somit die Klasse A in Gl (2.15):

Klasse A= {|s 1>,[s |>, |2 1>, [y >, |2 1>, |z [ >, |y |>, |z [>}

Klasse B umfasst alle restlichen Biinder. Der Hamiltonoperator (ohne Verspan-
nungen und Spin-Bahn-Wechselwirkung) lautet dann wie folgt, wobei die z-Achse
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Energie

Leitungsband

Bandliicke

schweres Lochband R
Spin-Bahn-

leichtes Aufspaltung
Lochband/i ******** -
abgespaltenes
Lochband
» k-Vektor

Abbildung 2.2:  Bandstruktur von (3)-(5)-Halbleitern. — Die Spin-Bahn-
Wechselwirkung fiihrt zur Spin-Bahn-Aufspaltung im Valenzband.

der [100]-, die y-Achse der [010]- und die z-Achse der [001]-Richtung entspricht.

sT sl yT 27 =] yl 2|
ST . Heo
sl
x 1
yT H,, 0
.
T Ha
7]
yl 0 Hy,
z]
Byt 424
H’w = Ev + %kQ -+ (219)
E, + L£k?
LE2 + M(K2 + k?) Nk,k, Nk, k.
Nk,k, LK2 + M(K? + k2) Nkyk,

Nk,k, Nkyk. M (K2 + k2) + Lk?
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Dabei sind L, M, N die Dresselhausparameter [19]:

2 2
I iz|<l’|])z|”>| (2.20)

_ |<z|pu|n>\
M = mQZ

» Z < :v\pm\n >< nlpyly > + < @py[n >< nlp.fy >
2

N =
EU_ETL

neB

E. und E, sind die Bandkanten des Leitungs- bzw. des Valenzbandes im Volu-
menhalbleiter. Weiter gilt:

_(E. 0 Hei O
He = ( 0 L ) + ( 0 H ) (2.21)

mit 2
_ _ g2 2, 1.2
Heep = Hee) = st(kz + k) 4+ k) (2.22)

Der Parameter s ist definiert als
<s n >
Z ‘ ‘pr| ‘ + _7
nEB m

wobei iiber alle Biinder aufler die Valenzbéinder summiert wird.
Die Kopplung zwischen Leitungs- und Valenzbéndern lautet wie folgt:

He HY H: 0 0 0
Hf( 0 0 0 HT HY H;j) (2.23)
H = Bhkyk, +iPk,
HY = Bk, +iPk,
HY = Bhok,+iPk. (2.24)

Der Parameter B tritt aufgrund fehlender Inversionssymmetrie auf:

< s\pT|un >< Up|pylz >
S e < 22
n=1 n

Die Summation lduft hier iiber alle Zustidnde |u, >, die gem#f der Darstellung
I'15 transformieren.
Fir P gilt:

,‘f
P=-2csipla > (2.26)
m
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Spin-Bahn-Wechselwirkung

Der Hamilton-Operator fiir die Spin-Bahn-Wechselwirkung lautet allgemein (vgl.
Gl (2.17))

h = N\ =~
HSO = W (VV X p) - o, (227&)

mit dem elektrischen Potenzial V', dem Impulsoperator p’ und dem Vektor der
Pauli-Matrizen & :(01,02,03)T. Er wirkt auf die zweikomponentigen Bloch-
funktionen, die den Spin beinhalten. Schliefit man diese Wechselwirkung in die
kp-Theorie ein, so erhiilt man folgende zwei Beitrige:

h -
H = — (VW xp)-& (2.28)
Hy = — (VVxk)-& (2.29)
Ublicherweise wird angenommen:
([ Ha| < [[H]| (2.30)

Dann ist die Spin-Bahn-Wechselwirkung unabhiingig vom k—Vektor. Mit der
Definition der Konstante

3ih

Ay = —
0 4m

<L|(VV><[)> |z >

lautet die Spin-Bahn-Wechselwirkung in der Basis {|z 1>, |y 1>, |z 1>, |z |>,
ly 1>, ]z 1>} [20]:

0 —i 0 0 0 1
i 0 0 0 0 —i
00 0 —-1i 0

Hsof?ooflozo
0 0 —i - 0 0
1 ¢ 0 0 0 0

Oft withlt man von vornherein eine Basis, in der der Spin-Bahn-Wechselwirkungs-
operator diagonal ist. Die entsprechenden Eigenzustinde werden schweres Loch
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(hh), leichtes Loch (Ih) und abgespaltenes Loch (sh) genannt:

i) = f\wu/) o (2:31)
fums) = fua:—zy) b (2:32)
) = =l +is) 1) = 22 1) (2:33)
wa) = =l —iy) 1) +122 1) (2:34)
) = (@) 1+ |2 1) (2:35)
ju) = =l = (=) 1) +]z 1) (2:36)

Durch Projektion der gefundenen Losung in der Basis {|z 1>, |y 1>, |z 1>, |z |>,
ly |>,]z | >} auf obige Eigenzusténde kann man feststellen, ob der jeweilige Spi-
nor den Charakter eines schweren, leichten oder abgespaltenen Loches hat.

Verspannungen

Verspannungen werden durch den Verzerrungstensor beschrieben:

o 2.37
€is 2 ((9:r] + a$z) ( )
Dabei bezeichnet der ortsabhéingige Vektor @ die Auslenkung eines Atoms aus
der Gleichgewichtslage im unverspannten Zustand. Die Verspannungen werden

im Rahmen der Elastizitétstheorie (vgl. Kapitel 4.3) berechnet. Im verspannten
Kristall lautet der Hamiltonoperator nun:

2
P -

H(e) =+ Vi) + 1o (vv x p) (2.38)
wobei V. das Potenzial im verspannten Kristall bedeutet. Gl. (2.38) unterscheidet
sich von der Gleichung fiir den unverspannten Zustand nur durch Substitution
von Vy durch V:

2
p ~ h -
Hoy=—+ W (?) + —= (VVo x p) - 2.39
"om +Vo(@) + 4m3c? (VVoxp)-o (2.39)
Wir betrachten den Einfluss der Verspannungen storungstheoretisch und be-
schréinken uns auBerdem auf lineare Terme. Die Basisvektoren @ des Bravais-
Gitters im verspannten Kristall ergeben sich durch Deformation der Basisvekto-
ren @; im unverspannten Zustand:

=(1+ed (2.40)
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Damit kann man nun fiir die Potenziale schreiben

Vel + )~ Vo (@) = Y Viy (@) e (2.41)
mit a4 .
Vo @) = _1% iy 110 +>1 Vo () o8

Durch die Transformation (2.40) wird der Impulsoperator p’ zu
p=(1+ep

Der Hamiltonoperator H'(€) im verspannten Zustand kann nun geschrieben wer-
den als

H(e) =Ho+ H: + H_; + Heso (2.43)
mit
g - )y,
m
(7-)
Hp = —2-—+

i = e (91) @27) - (F16)-03) - ((o91) (e9)}

In Komponenten erhilt man schliellich

'n (PiP')n,n i i
ij i
, (Brme) gy (BBws) H™ 4 HZ (i)
n'n
HE = 20—+ —

m m E,—E;

. (2.45)

WO
(pip; )nfn

DY = +vi (2.46)
den Deformationspotenzial-Operator darstellt. Im Weiteren beriicksichtigen wir
nur noch den Anteil H?™ in der kp-Matrix.

In unserer Basis {|z >, |y >,|z >} hat der Deformationspotenzial-Tensor drei
nichtverschwindende Elemente:

XX XX XY
l=D;> , m=D," , n=D, (2.47)
Die Matrix H, hat nun die Form:
legy +m(€eyy + €22) NEgy NEys
H, = Negy M€z + €22) + ley, ney.

NeEgs neys M€y + €yy) + lezs
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Die Parameter [, m,n hingen vom absoluten Deformationspotenzial a, und den
Scher-Deformationspotenzialen b and d ab via:

[l = a,+2b
m = a,—b (2.48)
n = V3d (2.49)

Die Auswirkung des Verspannungstensors € auf das Leitungsband wird durch das
absolute Deformationspotenzial fiir das Leitungsband a. beschrieben

Ec - Ec + (ICS])(E)

Eine Volumenénderung, die der Spur des Spannungstensors entspricht, fiihrt iiber
das absolute Deformationspotenzial zu einer Verschiebung des Schwerpunktes der
Bénder. Zusitzlich haben die Aulerdiagonalelemente des Spannungstensors iiber
die Scher-Deformationspotenziale die Aufspaltung der Valenzband-Energien zur
Folge.

Drehung des Koordinatensystems

Da die Kristallachsen nicht notwendig mit den Koordinatenachsen, d.h. der x-,
y- und z-Achse des Simulationssystems, zusammenfallen, muss eine Drehung des
Hamiltonoperators durchgefiihrt werden. Die Drehmatrix lautet allgemein

T T2 T3
R= T21 T22 T23
T31 T32 133

wobei R™! = RT gilt. Die Komponenten ergeben sich aus der Definition:

kSimula‘tions—System = RkKrismll—System (250)

Zur Verdeutlichung ist in Abb. 2.3 ein Beispiel dargestellt. Material B ist auf
Material A aufgewachsen mit Wachstumsrichtung [311]. Diese ist zugleich die
z-Achse im Simulationssystem. Dann gilt konkret fiir die Drehmatrix:

0 3
0 —R| 1 . (2.51)

Simulations-System Kristall-System

Man kann dies als passive Drehung interpretieren, d.h. der Vektor wird festge-
halten und die Basis {€, €, €3} transformiert gem#8

é»iSimulationS—Systcm _ R—lé;KriStall’SyS“‘m‘ (252)
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Material A Material B

Wachstumsrichtung
[311]

» z-Achse

Abbildung 2.3: FEinfaches Beispiel fiir eine Geometrie, in der die Kristallachsen
nicht mit den Simulationsachsen zusammenfallen. Material B wird auf Material
A aufgewachsen. Die Wachstumsrichtung ist die [311]-Richtung. Im Simulati-
onssystem ist dies zugleich die z-Achse.

Transformation der Basisfunktionen

Fiir die Valenzbéinder haben wir die Basiszustéinde {|z >,|y >, |z >} gewdhlt.
Man kann sie schreiben als

Thr Transformationsverhalten unter der Drehung ergibt sich bei einer passiven
Transformation, d.h. bei festgehaltenem Vektor und einer Basistransformation
gemiB Gl (2.52), aus
Prfi(7) = f;' (7) = #R'& = 7Y Ryé; = Y Ry = Rif; (7). (2.53)
J J J

Vektoriell bedeutet dies

|z > |z >
ly>" | =R|[ ly> |. (2.54)
|z > |z >

Damit transformieren die Matrixelemente des Hamiltonoperators in der Basis
{lz >, |y >, |z >} wie
H (E)

Hy (F) = < g (F)15" > (2.56)

RH (E) R (2.55)

Zusétzlich gilt k=R , so dass sich letztlich ergibt:

H (E’) —RH (R’IE’) R (2.57)

22 Kapitel 2. Bandstruktur

Die s-Zustéinde sind isotrop und daher unter Drehungen invariant. Die Rotation
aus Gl (2.57) ist technisch sehr aufwéindig und kann nicht mehr mit analytischen
Formeln angegeben werden. Die Hamiltonmatrix wird in mehreren Schritten
nummerisch aufgesetzt.

2.3 Diskretisierung

Bisher wurde die kp-Matrix im Volumenhalbleiter diskutiert. Beim Ubergang
zu Heterostrukturen erhélt man nun ortsabhingige Parameter im Hamilton-
Operator. Dasselbe gilt fiir die Bandkanten E, und F,, welche zusitzlich das
#uflere elektrische Potenzial enthalten (e = |e¢| Elementarladung):

B(F) = Bo(®) —cd(f) (2.59)
E, (F) = Ey () —ed(7)

Dabei ist zu beachten, dass E, und E, die ,natiirlichen” Bandenergien im van
de Walle-Modell darstellen (vgl. Abschnitt 4.3, Anhang I).

Bei der Diskretisierung des Hamiltonoperators miissen mehrere Aspekte beach-
tet werden. Zum einen muss an Heteroiibergéingen Stromerhaltung gelten. Dies
erreicht man durch Symmetrisieren der Differenzialoperatoren. Zum anderen ist
fiir uns ein inhomogenes Gitter unverzichtbar. Dadurch ist die diskretisierte Ha-
miltonmatrix nicht mehr hermitesch. Wir werden jedoch weiter unten zeigen,
dass sich das Eigenwertproblem in ein hermitesches iiberfiihren ldsst.

Ein weiteres Problem wirft die Drehung des Hamiltonoperators in beliebige Kris-
tallrichtungen auf. Der rotierte Hamiltonoperator wird symbolisch, d.h. in fol-
gender Form aufgesetzt:

H = My ()2 + My (M k] + Mss (7) K +
Mg () koky + Mz (7) koky + Mo (7) kyk, +
Ny (7) kg 4+ No (7) ky + N5 (7) k. + C (7) (2.59)

Dabei stellen Myq, Moo, Mss, Mya, Mys, Moz, N1, No, N3 und C jeweils komplexe
8 x 8—Matrizen dar.

Bei der Diskretisierung der Differenziale macht man den Kohn-Luttinger-Ansatz.
Dieser besteht in der Substitution ik, — %, Der Operator % wirkt auf die
Einhiillenden-Funktionen. Um stromerhaltende Grenzflichenbedingungen fiir die
Einhiillenden-Funktionen an Heterotibergingen zu gewihrleisten, werden die Dif-
ferenzialoperatoren symmetrisiert[26][27][28][29]. Mit ortsabhingigen Material-
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Abbildung 2.4: Diskretisierung der Ableitungen % bzw. (.)0722 (vgl. Teat)
"1

parametern ergibt sich:

\ ©

ik, — 7 (2.60)

1o} 1

g 0 1
Qa—mm, E[axu oz, aT,Qa—xu] (2.62)

Das Differenzial erster Ordnung k,

Zunichst sollen die Differenziale erster Ordnung &, behandelt werden. Um wie-
der eine hermitesche diskretisierte Matrix zu erhalten, miissen Differenziale erster
Ordnung, welche in der oberen Dreiecksmatrix des Hamiltonoperators stehen, mit
Vorwirtsdifferenzen approximiert werden. Die entsprechenden Differenziale in
der unteren Dreiecksmatrix, welche zu denen in der oberen Dreiecksatrix selbst-
adjungiert sind, werden mit Riickwértsdifferenzen angen#hert. Betrachten wir
konkret die Situation in einer Dimension, wie sie in Abb. 2.4 fiir den Gitterpunkt
1 dargestellt ist. Dann gilt fiir die Vorwiértsdifferenz zunéchst:

(P3>F _ pRu-FR

810# h,
(a P>F _ PuFin—PR
oz, hi

F' bezeichnet dabei die Einhiillenden-Wellenfunktion. Fiir die ortsabhéngigen
Materialparameter P; fithren wir die Abkiirzung ein:

P+ P
Fiiap = % (2.63)
Damit folgt aus Gl. (2.61)
0 PiipFi — PBF
P—F _— 2.64
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Analog gilt fiir die Riickwirtsdifferenz:

0 PE,— P 1pF; 4
P—F _ 2.65
oz |, - hi_1 (2.65)
Wiirde man die Differenziale aus den Gln. (2.64) und (2.65) direkt einsetzen, so
wire die Matrix fiir h; # h;—1 nicht hermitesch. Wir ersetzen also in Gl. (2.64)
h; und in Gl (2.65) h;_1 mit 0.5 (h;_1 + h;). Damit lautet die Diskretisierung
fiir Differenziale erster Ordnung:

5 |vorwirts Pip1j2Fi1 — PF;

9 oFinplin — Bk 2.66
ox i - hi—1+ by ( )
o _|rickuirts PF;,— Py pF; 4

. oFiti = Fisypkia 2.67
T |; - hi—1 + hy ( !

Diese Formeln gelten vollig analog auch in zwei und drei Dimensionen. Ein
konkretes zweidimensionales Beispiel wird in Anhang B diskutiert.

Das Differenzial zweiter Ordnung ki

Fiir Ableitungen zweiter Ordnung gilt mit den Bezeichnungen in Abb. 2.4:

a 0 1 Fiy — F—F
—Q—F| = : ~ Qi
72030 ‘ T(hict + hy) {Q M Q===
und weiter:
0? 2Qi—1)2 2Qit1/2
—F| = F F
Q5 ‘ TR M W e s g
2Qi—1)2 2Qit1/2
— — F; 2.68
{ hioy(hicy +hi)  hi(hi + hy) ( )
Gemischte Differenziale zweiter Ordnung &k,
Diese treten nur in zwei und drei Dimensionen auf:
1
Q0,0, — 3 (0.Q0y + 0,Q0,)
Die Diskretisierung auf dem Gitter in Abb.2.5 lautet wie folgt:
1
5 (0:Q0, +8,Q0,) F = (2.69)

1 i+1j+1 — Fz‘+1,j 1 Fi_ 1,541 — E—l,j—l 1
2 {Q’*” h2;_y + h2; @1 2T h, | Rt
Q 1+l g+ — F‘i*l,]‘ﬁ»l Q 1+1] 1 E717j71 1
TR + R YTTTTRL  + kY| h2, 0 + h2;
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(i-1,j+1) (i+1,j+1)
h2, (i)

(i-1,i-1) (i+1,--1)
h1, 4 ' h1,

Abbildung 2.5: Diskretisierung gemischter Ableitungen %% (vgl. Teat)

Qi1 — Qij1
Fi1j1+ %Fiﬂj—ﬁr

1 Qi1+ Qij

Qi1 — Qijm1 Qiji1 + Qitry
%Fz’—l,ﬁrl + %FHMH
Hermitizitit

Die diskretisierte Matrix kann in ein Produkt einer hermiteschen Matrix H und
einer positiv definiten Diagonalmatrix zerlegt werden: H = DH
Damit lésst sich das Eigenwertproblem in ein hermitesches iiberfithren mittels

D '?DHD'?D~'?F = D ?EF (2.70)

D'?HDY?¢ = E®

mit
=D '?F

Man kann das Problem auch als verallgemeinerte Eigenwertgleichung schreiben:
HF =D 'EF (2.71)

In Anhang E wird konkret das Aufstellen der kp-Matrix anhand eines zweidimen-
sionalen Beispiels dargestellt.

2.4 Einband-Schrédingergleichung

Die Einband-Schridingergleichung ergibt sich aus Gl. (2.14), wenn man nur ein
Band betrachtet. Gl. (2.14) gilt auch fiir Bandextrema, die sich nicht am I'-Punkt
befinden. Fiir das Leitungsband hat man:

Rol 1 -
-5V {meff(ﬂ v} U(7) + E(7)U(F) = BU(7) (2.72)
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Fiir Locher gilt:

ol 1 -
+5V {Wv} U(7) + E,(F)U(7) = BY(7) (2.73)

Die effektive Masse ist dabei richtungsabhingig. Man kann sie aus den Lut-
tingerparametern bestimmen. Die Bandkanten E.(7) und E,(7) enthalten das
elektrische Potenzial (e = |e| Elementarladung):

Eo(f) = Eu(F)—ed () (2.74)
B,(F) = Ea(f)-cd ()

Es ist zu beachten, dass hier - anders als beim kp-Hamiltonoperator - die ver-
spannungsinduzierte Verschiebung der Bandenergien in E (7) und E, (7) ent-
halten ist (siehe auch Abschnitt 4.3). Diese wurde fiir die Valenzbénder und
den '—=Punkt im Leitungsband bereits oben dargestellt. Als weitere Leitungs-
bandminima berticksichtigen wir das X- und das L-Tal, welche im k-Raum des
kubischen Kristalls acht- bzw. sechsfach entartet sind. Diese Entartung wird
durch eine Scherspannung aufgehoben. Der entsprechende Korrekturterm zum
Hamiltonoperator lautet [23]:

H.=Z,;Sp(e) + E, (l;; . el&) .

Dabei bezeichnet der Einheitsvektor Ee die Richtung des jeweiligen Minimums
im k-Raum. Die Deformationspotenziale sind jeweils fiir das X- und das L-Tal
definiert: Ejl(/ L und Eff /E

2.5 Magnetfeld

In einem #ufleren Magnetfeld wirft die Diskretisierung zusétzliche Probleme auf.
Insbesondere fiihrt eine direkte Diskretisierung des Differenzialoperators k,, —
ku—gA, mit g = L zur Brechung der Eichinvarianz des Hamiltonoperators. K. G.
Wilson [30] hat diese Problemstellung im Rahmen der Gitter-Quantenfeldtheorie
behandelt. Seine Ergebnisse wurden von M. Governale [31] aufgegriffen und auf
einen zweidimensionalen Hamiltonoperator auf einem homogenen Rechtecksgit-
ter mit homogenem Material im Ortsraum angewendet. Darauf aufbauend haben
wir dieses Konzept auf drei Dimensionen und fiir inhomogene Gitter mit ortsab-
hiingigen Materialkonstanten erweitert.

Die Einband-Schrodingergleichung fiir Elektronen lautet nun fiir beliebige Band-
minima (vgl. Gl (2.72) und Gl. (2.14)):

HY(7) + Ec(M)¥(r) = EV(F)
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mit

H-— %2 (ﬁ + z‘g/f) (ﬁ + ing) (2.75)

s (7)
Das Vektorpotenzial ergibt sich bei symmetrischer Eichung aus dem Magnetfeld
durch:

A= —%rx B (2.76)
Aus der Quantenmechanik [32] ist bekannt, dass unter einer Eichtransformation
A(R) — A7) + VA (2.77)

die Wellenfunktionen wie
T (7) — 9O (7) (2.78)

transformieren. Fiir den Hamiltonoperator gilt entsprechend:
H — A He9M (2.79)

Man kann nun zeigen, dass folgende Diskretisierungsvorschriften bis auf einen Ab-
bruchfehler der Ordnung (ghA")? bei einem Gitterabstand i mit dem Ausdruck
fiir die direkte Diskretisierung iibereinstimmen:

2 Qi 1/2,j ight; 1A%
k20| - Lottt iy 2.80
Qkyw|, — hli,ﬁrhlz{ Ml A (2.80)
Qi—125 | Qivi/2; Qit1/2) —ight, A
> > \I;i - > tghli i+1/2,"\I}i .
+( MLl TR, € Wit
2 Qij-1/2 igha; 1Y
B2 _xXu 1ghej—1 ii=1/2,
QY| — h2; 1 + h2j { h2 o C it
Qi j—1/2 Qz:j+1/2 Qij+1/2 —igh2;AY
i 2 U, . — > 3 ghz;j Gi+1/2\ .
+ ( h2j,1 + hQJ o ]LQJ € ’ bt

Dabei wurde das Gitter in Abb. 2.6 zugrunde gelegt. Hinsichtlich der Indices
gilt z.B.: A;i_1/0; = % (Ai-1,; + A; ;). Eine Eichtransformation

x x 1
Az‘—]/Z,j - Az‘—l/2,j + E (Ai-,j - Ai—l.,j) (2.81)

A — A (Ai,]' — Ai,j—l)

1

y y

ij—1/2 ij-1/2 T 2
fiihrt z.B. fiir das Differenzial k2 am Gitterpunkt (4,7) in der oberen Nebendia-
gonale zu einem zusitzlichen Faktor e "#™i4i+1/2s — eighiie—ighiriy und in der
unteren Nebendiagonale zu einem Faktor e'/"! 141125 — ¢i9hije=ighi-15 Dies
entspricht der Transformation in Gl. (2.79). Der Hamiltonoperator ist damit
hermitesch und eichinvariant.
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(i-1,j+1) (i,j+1) (i+1,j+1)
h2j
y (I_1!l h1|_1 (I:]) h1: (|+1,])
h2j-1
(i-1,j-1) (i.ji-1) (i+1,j-1)

Abbildung 2.6: Zweidimensionales inhomogenes Gitter, auf dem der Hamilton-
operator mit Magnetfeld diskretisiert wird (vgl. Text). Das Vorgehen in drei
Dimensionen ist analog.

2.6 Zusammenfassung

Die elektronische Struktur berechnen wir in effektiver-Massenéherung. Standard-
miflig werden das schwere Loch, das leichte Loch und das abgespaltene Loch im
Valenzband und das I'—, X— und L—Tal im Leitungsband beriicksichtigt. Diese
Binder kann man unabhéingig voneinander in Einband-Niherung beschreiben. Im
Rahmen der Mehrband-kp-Theorie werden die drei Valenzbénder an das Leitungs-
band mit Minimum im I'—Punkt gekoppelt. Ein wesentlicher Aspekt ist hierbei,
dass beliebige Kristallorientierungen zugelassen sind. Magnetfelder kénnen in
Einband-Ni#herung inkludiert werden. Die Diskretisierung des Hamiltonopera-
tors haben wir exemplarisch fiir zweidimensionale inhomogene Gitter angegeben.
Technische Details zum Aufstellen der kp-Matrix finden sich in Anhang E.




Kapitel 3

Elektronische Struktur im
Nichtgleichgewicht

Im vorhergehenden Kapitel ging es um die Berechnung der elektronischen Struk-
tur in nanostrukturierten Halbleiterbauelementen. Dabei wurde die Mehrband-
kp-Theorie zugrunde gelegt. Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, eine Methode
zu finden, die elektronische Struktur fiir Nichtgleichgewichts-Situationen zu be-
schreiben. Dazu muss die Losung der Schrodingergleichung mit der Behandlung
des Transportproblems verkniipft werden. In den letzten Jahren hat es dazu
Arbeiten gegeben, die Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen verwenden. Diese
Methode konnte erfolgreich auf eindimensionale Quantenbauelemente angewen-
det werden [18]. Das Hauptproblem ist, dass dieses Verfahren selbst fiir eindi-
mensionale Probleme einen horrenden Rechenaufwand erfordert, so dass an eine
Erweiterung auf zwei oder drei Dimensionen vorerst nicht zu denken ist. Kon-
zeptionell schwierig ist dabei vor allem die Beriicksichtigung der diversen Streu-
mechanismen, so dass hier viele Nidherungen eingehen. Dies macht aber das phy-
sikalische Verhalten des Gesamtsystems schwer iiberschaubar. Angesichts dieser
Schwierigkeiten haben wir uns an den - bisher gut verstandenen - semiklassi-
schen Drift-Diffusionsgleichungen orientiert und ein Verfahren entwickelt, das es
erlaubt, die quantenmechanische Dichteverteilung voll zu beriicksichtigen. Die
Nichtgleichgewichts-Situation beschreiben wir dabei durch das bewihrte Kon-
zept der nichtlokalen Quasi-Ferminiveaus. Die Beispiele am Ende dieser Arbeit,
insbesondere die Berechnung von Quantenpunkten und Double-Gate-MOSFETSs
(Metal-Oxide-Semiconductor-Field-Effect-Transistor), zeigen, dass diese Metho-
de auch in zwei und drei Dimensionen erfolgreich angewendet werden kann. Unser
Ansatz verwendet die gleichen Basisfunktionen wie die Pauli-Master-Gleichung,
die von Fischetti [17] anhand eindimensionaler Bauelemente untersucht wurde.
In diesem Kapitel wird daher zunéchst die Pauli-Master-Gleichung kurz erléutert
und anschliefend unser Verfahren vorgestellt. Schliefllich sollen die Resultate von
Fischetti mit unserer Methode verglichen werden. Dabei diskutieren wir auch die
Grenzen des semiklassischen Ansatzes.
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3.1 Pauli-Master-Gleichung

Die Anwendbarkeit der Pauli-Master-Gleichung wurde ausfiihrlich von M. V. Fi-
schetti [17][16] untersucht. Im Wesentlichen 16st er die Schrédinger- und Poisson-
gleichung und verwendet die so erhaltenen Eigenzustéinde als Basisfunktionen.
Dadurch erhélt er aus der Liouville-Gleichung die Pauli-Master-Gleichung, aus
der die Besetzung der Zustinde folgt. Die Ubergangsraten werden mit Fermis
Goldener Regel berechnet.

Die Rechtfertigung der semiklassischen Boltzmann-Transportgleichung beruht im
Prinzip auch auf der Master-Gleichung, wobei hier als Basis ebene Wellen, d.h.
die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators eines freien Teilchens, benutzt wer-
den und das dufiere Potenzial als Storung betrachtet wird. Aufferdem nimmt man
an, dass durch die Streuungen die Phaseninformation herausgemittelt wird. Das
elektrische Feld variiert dabei nur wenig im Vergleich zur mittleren freien Weg-
linge des Elektrons, so dass die Ebene-Wellen-Darstellung lokal giiltig bleibt.
Dies entspricht der Vorstellung eines punktfsrmigen Teilchens mit wohldefinier-
tem Impuls und Ort. Im Gegensatz dazu wird bei der Pauli-Master-Gleichung
durch die Wahl der Basis der Wellennatur der Elektronen Rechnung getragen.
Eine wesentliche Einschrinkung bleibt jedoch, dass die Dichtematrix als diagonal
angenommen wird.

Grundlagen der Pauli-Master-Gleichung

Seien ¥, () eine Basis des Einteilchen-Hilbertraums, der das Bauelement be-
schreibt, und seien die Anfangszustéinde des N —Elektronensystems zur Zeit ¢ = 0
gegeben durch ¥"(7) =3~ aj;(t)¥, (7). Dann lautet die Dichtematrix

P = Y ap(t)al’(t). (3.1)

n=1

Die Bewegungsgleichung ist die Liouville-Gleichung:

O i (W) o
e+ () -t (32)

Dabei beschreibt der Term (%f)m die Wechselwirkung mit den Reservoirs (Kon-
takten), der Ausdruck ﬁ:ﬂ mit der Sreuzeit 75 und der Gleichgewichtsver-
teilung p? modelliert die Wechselwirkung aufgrund der Streuung im Bauele-
ment [33]. Der Hamiltonoperator H = Hy + H;n: besteht aus den Komponenten
Hy = —%W—ev (7) (V (7) Potential) und H;y, welcher die Streuung beschreibt.
Die Herleitung der Pauli-Master-Gleichung erfolgt nun wie bei Kohn und Lut-
tinger [34] mit dem Unterschied, dass als Basiszustidnde die Eigenfunktionen von
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H, statt der ebenen Wellen verwendet werden. Es ergibt sich schlielich [17] fiir

die Diagonalelemente des Dichteoperators Puko = Puiio piic”
ap = dp =
pko pko
ot - Z [I/I/;LEU,I/E’U’/JVE’U’ - Wl/lz’a/;ul;opulz'n} + ( ot ) (33)
Vﬁ’a’#uﬁo res
W k11, o Dezeichnet hier die Ubergangsrate vom Zustand | MEU > in den Zustand

| pk'c" >. Diese lautet mit Fermis goldener Regel

W o

- - 2 -
e = T | < 1Ko Hini| o >( 5 [E,L(k) ny(k)] (3.4)

Phénomenologisches Modell fiir Kontakte

Ein wichtiger Aspekt ist die Frage, inwieweit die Auflerdiagonalelemente der Dich-
tematrix vernachléssigt werden diirfen. Van Hove [35] hat gezeigt, dass Gl. (3.3)
% 7‘63) in
den Gleichgewichtszustand korrekt beschreibt, vorausgesetzt der Anfangszustand
(t = 0) ist ,quasidiagonal”. Das bedeutet, dass zum Zeitpunkt ¢t = 0 die Elemen-
te p,z, ,iror Verschwinden fir EM(E) — B,(}F) > 6, wo £ von der Grofienordnung
der Relaxationsrate % ist. Fischetti argumentiert nun, dass Gl. (3.3) in glei-

cher Weise gilt, solange die Kontakte keine Auflerdiagonalelemente injizieren,

d.h. (W) =0 firr E,(k) — B, (') > 6. Dies trifft zu fiir delokalisierte
Zusténde, welche im Idealfall ebene Wellen sind. Daraus ergibt sich fiir die Kon-
takte folgendes phianomenologisches Modell: Man nimmt an, dass das Reservoir
versucht, Ladungsneutralitéit in der Kontaktregion herzustellen, indem es Elek-
tronen als ebene Wellen ins Bauelement injiziert. Dazu fiihrt Fischetti fiir den
Kontakt ein Ferminiveau ein, das die Besetzung der injizierten Zustéinde wider-
spiegelt. Zusétzlich verwendet er einen Korrekturparameter, mit dem die Fermi-
verteilung justiert wird, um insgesamt Ladungsneutralitéit und Stromerhaltung zu
gewdhrleisten. Das Verfahren ist insgesamt recht kompliziert, insbesondere sind
die Auswirkungen der Korrekturparameter auf den Strom schwer iiberschaubar.
Interessant ist, dass er die Wellenfunktionen stationir mit gemischten Randbe-
dingungen (vgl. néichster Abschnitt) berechnet, und diese stationéiren Lésungen
schliefllich in links- und rechtspropagierenden Zustéinde zerlegt. In Abb. 3.1 ist
das Vergehen Fischettis schematisch dargestellt.

den Ubergang eines geschlossenen Systems (d.h. ohne den Term

Algorithmus

Zunéchst wird fiir das Startpotenzial die Schrodingergleichung mit gemischten
Randbedingungen geltst. Daraus kann man gebundene sowie links- und rechtspro-
pagierenden Zustéinde extrahieren. Anschliefend werden die Ubergangsraten be-
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Reservoir 1 Leitungsbandkante

Reservoir 2

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des Vorgehens von Fischetti am Bei-
spiel eines nin-Resistors. Die Dichtematriz wird als diagonal angenommen. Die
Pauli-Master-Gleichung liefert die Besetzung der Zustinde. An den Reservoirs
wird ein phdnomenologisches Kontaktmodell verwendet. Die Kontakte versuchen
Ladungsneutralitat herzustellen, indem sie delokalisierte Elektronen injizieren.

rechnet und die Besetzung der Zustéinde iiber die Pauli-Master-Gleichung be-
stimmt. Fiir die Wechselwirkung mit Kontakten wird ein ph#inomenologischer

.s i oy . . .
Ansatz fiir den Term (‘“#W) gemacht. Dabei bekommen die Reservoirs
: res,

jeweils ein Quasi-Ferminiveau zugewiesen, welches withrend des Selbstkonsistenz-
zyklus so angepasst werden muss, dass Ladungsneutralitit in den Kontaktregio-
nen und Stromerhaltung gewihrleistet ist. Dann kann die Poissongleichung neu
gelost werden usw. Die Besetzung der Zusténde wird dabei durch eine diagonale
Dichtematrix beschrieben.

3.2 Neues Transportmodell fiir dissipativen Trans-
port

Die wichtigste Transportgleichung auf dem Gebiet der Bauelementphysik ist die
Boltzmann-Gleichung. Sie ist Grundlage in allen Simulationsprogrammen, die
realistische Bauelementstrukturen rechnen kénnen. In den letzten Jahren hat
es zunehmend Bemiihungen gegeben, quantenmechanische Effekte stérungstheo-
retisch zu integrieren. Zunichst sollen kurz die Grundideen und daraufhin die
Erweiterung im Rahmen der Dichte-Gradienten-Methode beschrieben werden.
Anschlieend wird ein neuer Ansatz fiir Transport in Quantenbauelementen vor-
gestellt.
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Boltzmann-Gleichung

Die Boltzmann-Gleichung ist eine Bilanzgleichung fiir die Zahl der Teilchen
flr, E,t d*F d3l§, die sich zur Zeit ¢ im Volumenelement d7 d®k des Phasenrau-
mes befinden [36]. Sie werden in das Volumenelement hinein- und herausgestreut
und durch duBere Felder beschleunigt:

f
Wik [1 —f (F, E’,t)] f (F, k, f)} (3.5)

Dabei bezeichnen F' die elektrische Feldstirke, Uy = %ﬁkE(E) die Gruppenge-
schwindigkeit und Wiy die Ubergangsrate vom Zustand mit Impulsvektor K in
den Zustand k. Im Allgemeinen kénnen nur im thermodynamischen Gleichge-
wicht exakte analytische Losungen fiir die Boltzmann-Gleichung angegeben wer-
den. Oft macht man einen Relaxationszeitansatz, durch den der Stofiterm ver-
einfacht dargestellt wird. Im Rahmen des Drift-Diffusionsmodells wird fiir den
inhomogenen Transport in Halbleiterbauelementen eine Momentenentwicklung
der Boltzmann-Gleichung vorgenommen und lediglich das nullte und erste Mo-
ment beriicksichtigt. Das nullte Moment liefert die Kontinuitédtsgleichung, das
erste Moment einen Ausdruck fiir den Strom:

j = unVEp. (3.6)

Hier bedeutet p die Beweglichkeit, n die Teilchendichte und Er das Quasi-
Ferminiveau. Der Strom ist also proportional zur Teilchendichte und zum Gradi-
enten das Quasi-Ferminiveaus. Dabei macht man die zusitzliche Annahme, dass
sich die Ladungstriger nahe des thermodynamischen Gleichgewichts befinden, so
dass man fiir die Verteilungsfunktion eine Fermiverteilung ansetzen kann. Dieses
lokale thermodynamische Gleichgewicht wird durch das lokale Quasi-Ferminiveau
Er(7) beschrieben:

() = No(?) ; F(E ~ Ex() dE,

mit der Fermifunktion f, der Bandkante E¢ und der Zustandsdichte N¢.

‘Wigner-Verteilung und Dichte-Gradienten-Methode

In quantenmechanischen Systemen ist es nicht moglich, eine Verteilungsfunktion
im Phasenraum zu definieren, die als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert wer-
den kann. Wigner [37] hat als Erster eine Funktion angegeben, die formal analog

34 Kapitel 3. Elektronische Struktur im Nichtgleichgewicht

zur klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte ist und diese als klassischen Grenzfall
umfasst. Seien ¥,, die Eigenzustinde und F,, die Eigenenergien der Schrodinger-
gleichung des Systems [40]

2
—;—mv2\1:n (@) + U (2) U, (2) = BT, (7) (3.7)

—»

mit dem selbstkonsistenten Potenzial U (Z). Dann gilt fiir die Dichtematrix im
thermischen Gleichgewicht

p(&,a) = e, (7) ¥, (7). (38)

Die Wigner-Funktion lautet nun

1
(wh)* .

o @0) = s [ FPp(@ 4.5 - ) g (39)
Sie lésst sich als Fourier-Transformierte der Dichtematrix in Schwerpunktskoordi-
naten interpretieren. Wigner konnte zeigen [37][38], dass man Informationen iiber
das Quantensystem erlangen kann, ohne die Schrédingergleichung (3.7) explizit zu
losen. M. G. Ancona konnte daraus storungstheoretisch die Dichte-Gradienten-
Methode herleiten [39][40]. Im Prinzip handelt es sich hierbei um verallgemeiner-
te Drift-Diffusionsgleichungen, d.h. um die bekannte Drift-Diffusionsgleichung
ergéinzt um einen Korrekturterm, der Quantisierungseffekten in niedrigster Ord-
nung Rechnung trigt. Die Transportgleichung lautet jetzt:

2
j = unVEp + 2ubnV <E> (3.10)
s

Dabei gilt s = /[n] und b = 127‘;1. Der Strom héngt nun auch vom Gradienten
der Dichte ab. Dadurch werden auch in gewissem Mafle nichtlokale Effekte mitbe-
riicksichtigt. In der Tat kénnen damit in niedrigster Niherung Quantisierungs-
effekte in Inversionskanilen beschrieben werden [39]. Die Dichte-Gradienten-
Methode ist die auf dem Gebiet der Bauelementsimulation am héufigsten ver-
wendete Methode, um quantenmechanische Effekte in Inversionskanélen zu be-
riicksichtigen.

Fassen wir kurz zusammen: Alle Simulationsprogramme, die realistische zwei-
und dreidimensionale Strukturen rechnen kénnen, basieren bisher auf der Boltz-
mann-Gleichung. Im Rahmen der Drift-Diffusionsmethode nimmt man an, dass
sich die Ladungstriger lokal im thermodynamischen Gleichgewicht befinden, wel-
ches durch eine lokale Quasi-Fermienergie charakterisiert wird. Quantisierungs-
effekte werden durch Hinzunahme eines Korrekturterms, der vom Gradienten der
Ladungstrigerdichte abhéingt, aufgenommen. Von einer Losung der Schrédinger-
gleichung wird jedoch in der Regel abgesehen.
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Neue Transportmethode

‘Wir behalten das bisher sehr erfolgreiche Konzept der lokalen Quasi-Fermienergien
bei, gehen aber insofern einen Schritt weiter, als wir die Mehrband-kp-Schrédinger-
gleichung vollstindig 16sen und dadurch eine sehr genaue Beriicksichtigung der
Bandstruktur erreichen. Die Ladungstrigerdichte wird in unserem Modell voll-
stéindig quantenmechanisch beriicksichtigt. Wir legen damit dieselben Basisfunk-
tionen zugrunde wie Fischetti in der Pauli-Master-Gleichung und fordern gleich-
falls eine diagonale Dichtematrix. Ebenso erhalten wir adéiquate Randbedingun-
gen an ohmschen Kontakten, indem wir Ladungsneutralitéit fordern. Anders als
Fischetti nehmen wir an, dass die Ladungstréigerverteilung nicht allzuweit vom
Gleichgewicht entfernt ist. Dies erlaubt uns, die Dichte mit einer Fermivertei-
lung zu charakterisieren. Die Ladungstrigerdichte erhalten wir nun, indem wir
die globalen quantenmechanischen Zustéinde mit dem lokalen Quasi-Ferminiveau
besetzen:

"0 = Tl s (P2

b = Shwrors (et

i

n ist die Elektrondichte, p die Locherdichte. Die lokalen Quasi-Ferminiveaus
erhilt man aus der globalen Stromerhaltung div (j;L) = 0 bzw. div (]2,) = 0.
Fiir den Strom nehmen wir an, dass er proportional zur Ladunsgtrégerdichte und
zum Gradienten des Quasi-Ferminiveaus ist, was genau dem klassischen Grenzfall
entspricht (vgl. Gl. 3.6). Dieses Konzept hat den Vorteil, dass es problemlos
auf zwei und drei Dimensionen erweiterbar ist. Es beschreibt die Umverteilung
der Ladungstréiger unter angelegter Spannung in verniinftiger Weise und liefert
ohne weiteren Aufwand die quantenmechanischen Zusténde des Systems. Daraus
konnen sofort die optischen Eigenschaften bestimmt werden.

Grundmodell

Zur Erlduterung und zum Vergleich mit den anderen Methoden beschrinken wir
uns hier auf eindimensionale Bauelemente, die nur Elektronen als freie Ladungs-
tréger enthalten. Die Schrodingergleichung 16sen wir in Einband-N#herung. Das
entsprechende Gleichungssystem lautet nun:

—div[e(z) grad ®(z)] = 4me [-n+ Nj] (3.11)

h? 1
,?V {m*(z) V} U, (2) + V(z)\Pn(i) E,¥,(z) (3.12)

div(j) = 0 (3.13)
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Abbildung 3.2: Figenwerte bei flachem Potential von 0 eV mit Dirchlet- und von
Neumann-Randbedingungen. Der unterste von Neumann Eigenwert hat den Wert
Null und liegt damit genau auf dem Potenzialboden.

Dabei gilt fiir die Dichte der ionisierten Donatoren sowie fiir den Strom:

Np@) = 17 gDe(ZZEz)—ED)/kBT (3.14)
J(2) = p(2)n(2)V.Epn(2) (3.15)

Hier ist Np(z) die Donatordichte, Fp die Ionisierungsenergie, gp der Entar-
tungsfaktor der Energieniveaus und y(z) die Elektronenbeweglichkeit. Gleichung
(3.11) stellt die Poissongleichung dar. Dabei bezeichnet n die Elektronendichte
und N}, die Dichte der ionisierten Donatoren. Die Einband-Schrodingergleichung
(3.12) liefert die Zustandsdichte der quantisierten Zusténde (mit den Wellenfunk-
tionen ¥, (z) und den zugehorigen Eigenwerten E,,), wobei V (2) = E(2) —e®(z)
(e = |e| Elementarladung) der Bandkantenverlauf ist. Die Elektronendichte n(z),
welche in die Poissongleichung eingeht, erhilt man durch Besetzen der quanti-
sierten Zustéinde ¥, (z) iiber das lokale Quasi-Ferminiveau Ep,(z). Die Strom-
gleichung (3.13) stellt schliefilich den Zusammenhang zwischen Elektronendichte
und Quasi-Ferminiveau her. Zunichst wollen wir die Randbedingungen fiir obige
Gleichungen genauer erldutern.
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Abbildung 3.3:  Eigenwerte bei schrdgem Potenzial mit Dirichlet- und von
Neumann-Randbedingungen.

Randbedingungen fiir Schrédingergleichung

Fiir die Schrodingergleichung kommen Dirichletsche Randbedingungen, d.h.

U(2)| gang = 0, bzw. von Neumannsche Randbedingungen, d.h. % =0,
: Rand

in Betracht. Die Wirkung dieser Randbedingungen soll zunéchst anhand eines
flachen eindimensionalen Potenzialverlaufs auf einem Gebiet von 10 nm Linge
untersucht werden (Abb. 3.2).

Bei Dirichlet-Randbedingungen haben die Eigenfunktionen Kosinusform, wie man
sie bei einem Potenzialtopf mit unendlich hohen Winden erhélt. Setzt man nun
von Neumann Randbedingungen, so erhélt man dieselben Eigenwerte, die da-
zugehorigen Eigenfunktionen sind dagegen um eine Phase von /2 verschoben.
Zusitzlich tritt der Eigenwert Null auf mit einer konstanten Eigenfunktion.

Ist das Potential nicht flach, sondern verlduft es etwas schrig, so ergibt sich
die Situation wie in Abb. (3.3). Lost man die Schrodingergleichung nur in
einer inneren Region des Bauelements, so kann man entweder Dirichlet- oder
von Neumann-Randbedingungen verwenden. Die Zustéinde werden schliefllich
auf eins normiert, d.h. [ |¥(z)|?dz = 1. Dies bedeutet, dass ein vollstéindig
besetzter Zustand genau einem Elektron entspricht. An Kontakten machen wir
die Annahme, dass Ladungsneutralitéit vorliegt und die Zustandsdichte dieselbe
wie im Volumenhalbleiter ist. Mit reinen Dirichlet-Randbedingungen wiirde die
Dichte an den Kontakten jedoch Null werden, wohingegen sie bei von Neumann-
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Randbedingungen zu den Kontakten hin ansteigen wiirde. Daher ist es sinnvoll,
einen Mischzustand anzunehmen. Konkret heifit dies, dass wir die Schrodinger-
gleichung einmal mit Dirichlet- und einmal mit von Neumann-Randbedingungen
lsen und die Zusténde jeweils auf 1/2 normieren: [ |¥(z)|?dz = 1/2. Man kann
sich dies anhand der Abb.(3.2) plausibel machen. Fiir denselben Eigenwert er-
hilt man dort einmal eine Kosinus- und einmal eine Sinusfunktion. Die Summe
iiber beide ist konstant. Da diese Eigenfunktionen jeweils auf 1/2 normiert sind,
entspricht die vollsténdige Besetzung dieses Mischzustandes wieder genau einem
Elektron.

Randbedingungen fiir Poisson- und Stromgleichung

Die Losung der Schrodingergleichung liefert uns die Zustandsdichte im Bauele-
ment. Diese Zustandsdichte wird iiber das Quasi-Ferminiveau besetzt. Um La-
dungsneutralitit zu gewiihrleisten, losen wir zunéchst fiir den Fall des thermody-
namischen Gleichgewichts mit konstantem Quasi-Ferminiveau Epy die Poisson-
und Schrodingergleichung selbstkonsistent, wobei wir als Randbedingungen an
den Kontakten 222 = 0 fordern. Dies entspricht der Annahme von Ladungs-
neutralitéit an ohmschen Kontakten. Nach dem GauBschen Satz ist dann die
Gesamtladung gleich Null, d.h. die Ladung der freien Ladungstréiger ist gleich
der Ladung der ionisierten Donatoren. Man erhélt daraus das eingebaute Poten-
zial (engl. built-in potential). Die Werte dieses Potenzials an den Kontakten @,
(linker Kontakt) und @, (rechter Kontakt) werden nun fiir die Rechnungen im
Nichtgleichgewicht als Dirichlet Randbedingungen verwendet.

Konkret heifit dies bei Anlegen einer Spannung U:

Ernlinkericontars = Ero (3.16)
Ernlrechtericontare = Ero —eU (3.17)
Pliinkerscontare = P (3.18)
D, ccnterontare = Pr+U (3.19)

Daraus ergibt sich, dass die Ladungstréigerdichte an einem ohmschen Kontakt bei
angelegter Spannung gleich der Ladungstrégerdichte im Gleichgewicht sein soll.

Nummerische Losung

Man erkennt, dass die selbstkonsistente Losung dieses Gleichungssytems eindeutig
durch Angabe des Potenzials ®(z) und des Quasi-Ferminiveaus Ep,(z) bestimmt
ist

Methodisch gliedert sich unser Vorgehen dementsprechend in zwei Blocke. Im
ersten Schritt wird bei festgehaltenem, ortsabhingigen Quasi-Ferminiveau die
Schrodinger- und Poissongleichung selbstkonsistent gelost. Daraus ergeben sich
das neue Potenzial und die neuen quantisierten Zustéinde. Im nichsten Schritt
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hilt man das Potenzial und die Zustéinde fest und ermittelt durch Losen der
Stromgleichung das neue Quasi-Ferminiveau. Dieser Zyklus wird solange wieder-
holt, bis Selbstkonsistenz erreicht ist.

3.3 Vergleich der Methoden

In diesem Abschnitt sollen die vorgestellten Methoden verglichen und diskutiert
werden. Wir betrachten dazu einen 300 nm breiten nin-Resistor aus Silizium, wie
er in Abb. 3.4 dargestellt ist.

Er besitzt auf beiden Seiten n-dotierte Bereiche von 100 nm Lénge mit einer
Dotierkonzentration von Np = 10'7 cm™2. Der mittlere Bereich ist intrinsisch mit
einer Hintergrundkonzentration von Np = 10*® ecm™3. An beiden Enden befinden
sich ohmsche Kontakte. Zur Untersuchung der Quanteneigenschaften haben wir
einen Quantentopf von 10 nm Breite eingefiigt, der 175 nm vom linken Kontakt
entfernt ist. Fiir ihn sollen dieselben Materialeigenschaften wie fiir das Silizium
gelten, mit Ausnahme eines Sprungs in der Leitungsbandkante von 0.1 eV. Die
effektive Elektronenmasse betrigt m* = 0.32my, die dielektrische Konstante hat
den Wert ¢ = 11.7. Fiir die Donatoren wurde eine Ionisierungsenerie von Ep =15
meV sowie ein Entartungsfaktor von gp = 2 angenommen. Als Modell fiir die
Beweglichkeit gilt folgender Zusammenhang;:

[ D
n,min 1+ (ND/Nn,Tef)an
= Hon, B0
/Ln(E) = - 1B\ 1/kn
{1 + (Hn,Eom) }
Dabei bedeuten: fi,, ,,;,, = 55.2 Vs/cm?, Ny ey = 1.072 x 107 em™, p,, p = 1374

Vs/em?, a,, = 0.73, vy = 1.03 x 107 cm/s und s, = 2.0. E ist das elektrische
Feld. Die Temperatur betrégt 7" = 300 K.

ﬂn,Eo(N D)

nin-Resistor ohne Quantentopf

Zunichst betrachten wir den nin-Resistor ohne Quantentopf. In Abb. 3.5 sind die
Leitungsbandenergien und die Elektronendichten eingezeichnet. Man sieht, dass
die Losung der Pauli-Master-Gleichung [17] und die Losung der neu entwickelten
Methode sehr gut iibereinstimmen. Als Stromdichte erhélt Fischetti 6.8 x 10%
A/em? fiir die Pauli-Master-Gleichung, unsere Methode liefert eine Stromdichte
von 3.6 x 10* A/em?. Man kénnte zuniichst glauben, dass die gute Uberein-
stimmung trivial ist, da bei dieser Struktur quantenmechanische Effekte keine so
grofle Rolle spielen. Wir mochten jedoch darauf hinweisen, dass dies keineswegs
der Fall ist, da wir die Dichte vollstindig quantenmechanisch mit selbstkonsis-
tenten nichtlokalen Quasi-Ferminiveaus berechnet haben.
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Abbildung 3.4: Das obere Bild zeigt die Geometrie des nin-Resistors. Der Quan-
tentopf ist D = 175 nm vom linken Kontakt entfernt und W = 10 nm breit. Der
Verlauf der Leitungsbandkante ist unten schematisch dargestellt. Die Topftiefe
betrigt AEc =0.1 eV.
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Abbildung 3.5:  Leitungsbandkanten Eg wund FElektronendichten n fir nin-
Struktur. Es werden die Pauli-Master-Gleichung (gestrichelt) und das hier vor-
gestellte Verfahren (durchgezogen) verglichen.
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Abbildung 3.6: Vergleich zwischen klassischer (gestrichelt) und quantenmechani-
scher (durchgezogen) Rechnung fiir einen nin-Resistor mit Quantentopf. Es sind
jeweils die Leitungsbandkante Ec und das Quasi-Ferminiveau Er eingezeichnet.
Man sieht, dass im Bereich der gebundenen Zustinde das Quasi-Ferminiveau
praktisch konstant ist.

nin-Resistor mit Quantentopf

Nun untersuchen wir den nin-Resistor mit dem Quantentopf. Das Leitungsband-
profil und das Quasi-Ferminiveau werden in Abb. 3.6 fiir klassische und quan-
tenmechanische Rechnung gegeniibergestellt. Im Quantentopf befinden sich drei
stark gebundene Zusténde. IThre Wellenfunktionen und die Elektronendichte sind
in Abb. 3.7. Quantenmechanisch ergibt sich eine kleinere Elektronendichte als
bei klassischer Rechnung mit Thomas-Fermi-Néherung. Dies fiihrt zu einem et-
was stirkeren Potenzialabfall im Bereich des Quantentopfes, wodurch sich ein
etwas grofierer Strom ergibt. Mit klassischer Drift-Diffusion erhalten wir eine
Stromdichte von J = 2.2 x 10* A /cm?, wihrend die neue Methode J = 2.5 x 10*
A/cm? liefert. Die lokalisierten Zusténde tragen faktisch nicht zum Stromfluss
bei. Folglich ist das lokale Quasi-Ferminiveau praktisch konstant im Bereich der
gebundenen Zusténde.

Daraus kann man nun das Konzept der nichtlokalen Quasi-Ferminiveaus rechtfer-
tigen. In der Tat entsteht kein Widerspruch fiir Situationen nahe des thermody-
namischen Gleichgewichts, da das lokale Variieren der Besetzung eines Zustands
aufgrund des lokalen Ferminiveaus vernachléssigbar ist. Dafiir gibt es drei Griin-
de:

e Gebundene Zustéinde tragen nicht zum Stromfluss bei und fithren daher
nicht zu einem Gradienten des Quasi-Ferminiveaus.

e Das Quasi-Ferminiveau variiert am stirksten in Regionen, wo die Dichte
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Abbildung 3.7: Figenzustinde im Quantentopf fir den nin-Resistor aus Abb. 3.6
(links). Rechts ist die daraus resultierende Elektronendichte dargestellt.

sehr gering ist, z.B. in Barrieren.

e Ausgedehnte Zustéinde, die in unserem Verfahren formal als gebundene,
stationiéire Zustéinde behandelt werden sind entweder aufgrund ihrer hohen
Energie tiberhaupt nicht besetzt, oder sie treten in Regionen hoher Dichte
(z.B. nahe am Kontakt) auf, wo das Quasi-Ferminiveau nahezu konstant
ist.

Tunnelbarriere

In Abb. 3.8 zeigen wir Resultate fiir eine Si-SiO,Si-Tunneldiode mit einer 3 nm
dicken und 3 eV hohen Barriere bei einer angelegten Spannung von 1 V. Man er-
hiilt fiir den Verlauf der Bandkante und der quantenmechanischen Dichte wieder
eine sehr gute Ubereinstimmung. Beim Strom treten hier jedoch Abweichungen
auf. Wihrend die Pauli-Master-Gleichung eine Stromdichte von 1078 A /cm? lie-
fert, ergibt sich bei unserem Zugang eine deutlich hohere Stromdichte von 1073
A/cm?. Dies hat einen interessanten Grund, der anhand von Abb. 3.9 erldu-
tert werden soll. Die Dichteverteilung in der Barriere ist bei uns symmetrisch,
da sie von Wellenfunktionen gebildet wird, die von links und von rechts in die
Barriere eindringen. Im Gegensatz dazu verwendet Fischetti zur Berechnung des
Tunnelstroms Streuzusténde, die von links nach rechts laufen. Dadurch, dass bei
uns die Wellenfunktionen aus beiden Richtungen eingehen, wird die Barrieren-
dicke effektiv halbiert. Man konnte sich in unserem Modell durch einen Trick
behelfen, indem man die rechte Grenze der Quantenregion an das rechte Ende
der Barriere setzt. Dann erhilt man auch hier nur Wellenfunktionen, die von
links in die Barriere eindringen. Damit ergibt sich fiir die halbe Barrierendicke
derselbe Tunnelstrom wie vorher, néamlich 1073 A /cm?. Dieses Artefakt tritt bei
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Abbildung 3.8: Vergleich der Pauli-Master-Gleichung mit dem vorgestellten Ver-
fahren anhand einer Si-Si0,-Si- Tunnelbarriere. Die Leitungsbandkante Ec und
die Elektronendichte n stimmen gut iberein.
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Abbildung 3.9: Erklirung fir den unterschiedlichen Tunnelstrom bei ballistischem
Transport und dem vorgestellten semiklassischen Verfahren. FErstreckt sich die
Quantenregion iber das gesamte Bauelement (links), so erhilt man eine symme-
trische Dichteverteilung innerhalb der Barriere, da Wellenfunktionen von links
und von rechts in die Barriere eindringen. Dadurch wird die effektive Barrie-
rendicke halbiert. Man erhalt denselben Tunnelstrom wie in der rechten Grafik,
wo die Quantenregion am rechten Barrierenrand abgeschnitten wird, so dass von
rechts keine Wellenfunktionen eindringen kénnen.
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allen semiklassischen Modellierungen des Stroms auf, insbesondere auch bei der
Dichte-Gradienten-Methode [36].

3.4 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Abschnitt haben wir ein Verfahren entwickelt, das es erlaubt, die elek-
tronische Struktur im Nichtgleichgewicht zu berechnen. Im Wesentlichen han-
delt es sich um eine Kombination der stationéiren Losungen der Schrodingerglei-
chung mit einem semiklassischen Drift-Diffusionsmodell. Die Methode liefert fiir
das elektrische Potenzial und die Dichteverteilung sehr gute Ubereinstimmung
mit der Pauli-Master-Gleichung. Auch Strome koénnen gut beschrieben werden,
wie das Beispiel des Double-Gate-MOSFET (Metal-Oxide-Semiconductor-Field-
Effect-Transistor) in Kapitel 7 zeigt. Schwiichen hat das Modell jedoch bei der
Berechnung von Tunnelstréomen. Es bietet sich daher an, das beschriebene Ver-
fahren zur selbstkonsistenten Losung der Poisson-, Strom- und Schrodingerglei-
chung beizubehalten, um so den Verlauf des Potenzials, der Quasi-Ferminiveaus
und der quantenmechanischen Zusténde zu erhalten. Aus den so erhaltenen sta-
tiondren Zusténden kann dann die ballistische Transmissionswahrscheinlichkeit
durch Tunnelbarrieren iiber eine Greenfunktions-Methode ermittelt werden.
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Halbleitergleichungen

Die effiziente und zuverléssige Losung der Poissongleichung ist Grundlage jeder
Bauelementsimulation. Fiir unsere Problemstellungen ist es insbesondere not-
wendig, Heterobarrieren in sinnvoller Weise behandeln zu koénnen. In diesem
Kapitel stellen wir kurz die Poissongleichung mit den dazugehorigen Randbedin-
gungen dar. Technische Details zum Aufstellen des Gleichungssystems finden sich
in Anhang A. Unter angelegten Spannungen hat man kein konstantes Fermini-
veau mehr. Die Nichtgleichgewichts-Situation wird nun iiber ortlich variierende
Quasi-Ferminiveaus beschrieben (vgl. Kapitel 3). Diese erhilt man durch Losen
der Stromgleichung, welche hier kurz zusammen mit der Behandlung der Rand-
bedingungen an Kontakten behandelt wird. Details zum Aufstellen der Matrix
bzw. zu den Rekombinationsmechanismen kénnen in Anhang A bzw. H nachge-
lesen werden.

In Heterobauelementen kommt es aufgrund unterschiedlicher Gitterkonstanten zu
mechanischen Verspannungen. Diese werden im Rahmen der Kontinuumsmecha-
nik berechnet. Zunichst stellen wir die Grundlagen der Elastizitéitstheorie dar
und diskutieren schliefllich die Verspannungsgleichung. Technische Details zum
Aufstellen der Matrix wurden in Anhang B ausgelagert.

Um oben genannte Gleichungen einer nummerischen Behandlung zugénglich zu
machen, miissen sie auf ein diskretes Gitter abgebildet werden. Zur Diskretisie-
rung verwenden wir die Finite-Volumen-Methode. Diese soll kurz erldutert und
gegeniiber dem Verfahren der finiten Elemente abgegrenzt werden. AbschlieBend
diskutieren wir anhand eines Beispiels das Diskretisierungsschema.

4.1 Poissongleichung

Die Poissongleichung wird auf dem gesamten Bauelement, d.h. in Halbleiter-

und Isolatormaterialien, gel('jst.ﬂ Sie ergibt sjch aus der Maxwellgleichung fiir die

dielektrische Verschiebung divD = p mit D = ¢E = —¢ grad ® und lautet:
—div (e() grad (7)) = p(r)
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Dabei bezeichnen ¢(7) die ortsabhingige dielektrische Konstante und ®(7) das
elektrische Potenzial. Die elektrische Ladungsdichte p(7) setzt sich zusammen
aus Elektronen, Lochern, ionisierten Storstellen und piezo- und pyroelektrischen
Polarisationsladungen. Einzelheiten iiber die Dichteberechnung sind in Kap. 3
und im Anhang D genauer beschrieben, auf die Herkunft der piezoelektrischen
Polarisationsladungen wird in Abschnitt 4.3 eingegangen.

Mit dem Potenzial ergeben sich die Bandkanten zu E.(7) = E.(7) —e®(7) fiir das
Leitungsband und E, () = Eyo(7) —e®(7) fiir das Valenzband (e = |e| Elementar-
ladung), wobei E. und E,q die Bandenergien im betreffenden Volumenhalbleiter
(engl. bulk) darstellen.

Ist die Dichte p(7) konstant, d.h. unabhéingig vom Potenzial, so spricht man von
der linearen Poissongleichung, welche in diskretisierter Form durch ein lineares
Gleichungssystem beschrieben werden kann. In der Regel hingt die Dichte p(7)
jedoch vom Potenzial ab, so dass man es mit einem nichtlinearen Problem zu tun
hat, dessen nummerische Behandlung in Kap. 5 erldutert wird.
Kontaktregionen sind von der Simulation ausgenommen, an ihren Grenzfléichen
werden entsprechende Randbedingungen gesetzt. Mathematisch unterscheidet
man im Wesentlichen zwei Arten von Randbedingungen (Rand 0G):

1. Dirichlet Randbedingungen

®D|ge = const

2. von Neumann Randbedingungen

0P

5 lag = const

Eingebautes Potenzial

Zur Bestimmung der Randwerte an Kontakten ist es wichtig, das eingebaute
Potenzial (engl. built-in potential) zu kennen. Dazu wird fiir den Fall des ther-
modynamischen Gleichgewichts mit konstantem Ferminiveau die Poisson- und
Schrodingergleichung selbstkonsistent geldst, wobei wir Ladungsneutralitit fiir
das gesamte Bauelement fordern, d.h. die Ladung der freien Ladungstréiger ist
gleich der Ladung der ionisierten Storstellen und der Polarisationsladungen. Nach
dem GauBlschen Satz folgt daraus, dass das Flichenintegral des elektrischen Fel-
des iiber die gesamte Randfléiche gleich der Oberfléichenladung sein muss.

Ohmscher Kontakt

Ein ohmscher Kontakt liegt vor, wenn die Dicke der Raumladungszone an einem
Metall-Halbleiter-Ubergang so gering ist, dass die Ladungstriiger die entspre-
chende Energiebarriere leicht durchtunneln kénnen [41]. Das Potenzial in der
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Nihe des Kontaktes stellt sich so ein, dass lokal Ladungsneutralitiit vorliegt. Bei
der Simulation werden standardmiiflig alle Grenzfléchenphéinomene direkt an der
Grenzschicht aufler Acht gelassen [42] und als Randbedingung fiir die Berechnung
des eingebauten Potenzials das elektrische Feld auf Null gesetzt.

Schottky-Kontakt

Bei einem Schottky-Kontakt fithren Oberflichenzustéinde dazu, dass die Leitungs-
bandkante einen festen Wert (Schottky-Barriere), der von der Ionisierungsener-
gie der Oberfléichenzustéinde abhéingt, oberhalb des Ferminiveaus fixiert ist (engl.
pinning). Diese Randbedingung vom Typ Dirichlet fiihrt zu einem nichtver-
schwindenden elektrischen Feld, welches durch die aus den besetzten Oberfléichen-
zusténden resultierende Ladung hervorgerufen wird. Nihere technische Details
und die Realisierung von MOS-Kontakten (metal oxide semiconductor) sind in
Anhang G zu finden.

Nichtgleichgewicht

Wird nun eine Spannung U an den ohmschen oder Schottky-Kontakt angelegt
(Nichtgleichgewichts-Situation), so lautet die Randbedingung in beiden Féllen

<I>|K(mtakt = q>|builtfin -U.
Fiir die Fermienergie gilt mit dem Gleichgewichtsferminiveau Fry und dem Band-
index ¢ : Ere|kontakt = Ero— eU. Daraus ergibt sich, dass die Ladungstriigerdich-

te an einem Kontakt bei angelegter Spannung gleich der Ladungstriigerdichte im
thermodynamischen Gleichgewicht ist.

Heterotiibergang

Die Bandkantenspriinge an Heteroiibergéingen werden mikroskopisch durch elek-
trische Dipolschichten erzeugt. Hier ist es iiblich, Stetigkeit des elektrostatischen
Potenzials zu postulieren, und den Potenzialsprung direkt in die Bandkanten F.q
und E,, der Volumenhalbleiter zu inkludieren. Infolgedessen miissen E, und
E,o in der Datenbasis fiir alle Materialien aufeinander abgestimmt sein, was im
Rahmen des van-de-Walle Modells erfolgt[43] (vgl. Abschnitt 4.3 und Anhang I).
Details iiber die Diskretisierung der Poissongleichung finden sich in Anhang A.

4.2 Stromgleichungen

Wie in Kap. 3 ausfiihrlich erldutert, lautet der Teilchenstrom fiir die Elektronen
Jn und Locher j, in unserem Modell:

.in(’r_‘) = _ﬂnn(mVEFn(ﬂ (4].)
() = fp(T)V Epy(r)
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Dabei bezeichnen der Tensor zweiter Stufe /i, , die Beweglichkeit, n(r') und p(i)
die Elektronen- bzw. Locherdichte und Ep,/,(7) das Quasi-Ferminiveau der Elek-
tronen bzw. der Locher. Man beachte, dass n(7) und p(7) Teilchendichten dar-
stellen und damit stets positiv sind.

Die Kontinuitétsgleichungen lauten dann:

~div j(F) = R (12)
—div j,(r) = R(7)

Die Stromgleichungen fiir die Elektronen und Locher sind iiber die Generations-
bzw. Rekombinationsrate gekoppelt: R(7) beinhaltet beide Prozesse und hat po-
sitives Vorzeichen, falls die Rekombinationsprozesse iiberwiegen. Die wichtigsten
Mechanismen sind [47][51][52]:

1. Shockley-Read-Hall-Rekombination, bei der die Rekombination iiber eine
tiefe Storstelle in der Bandmitte erfolgt.

2. Auger-Rekombination, bei der Impuls und Energie des rekombinierenden
Ladungstriigers von einem Ladungstréiger der gleichen Sorte aufgenommen
wird. Es handelt sich um einen indirekten Ubergang, an dem ein drittes
Teilchen beteiligt ist. Infolgedessen findet diese Art der Rekombination
hauptséchlich in Bereichen mit hoher Ladungstréigerdichte statt.

3. Direkte Rekombination von Elektron und Loch iiber einen strahlenden
Ubergang, tritt nur in Halbleitern mit direkter Bandliicke auf.

In die Formeln dieser Rekombinationsraten gehen in erster Linie die Elektronen-
und Locherdichte ein, welche wiederum von den Quasi-Ferminiveaus abhéingen.
Formeln fiir die Rekombinationsraten sowie Modelle fiir die Beweglichkeiten sind
in Anhang H aufgefiihrt.

Randbedingungen

Eine angelegte Spannung U an ohmschen wie an Schottky-Kontakten wird als
Dirichlet-Randbedingung implementiert. Mit dem Gleichgewichtsferminiveau Egg
gilt (e = |e| Elementarladung):

EFn'KDntakt = EF(J*eU

EFletmtakt = EFO*@U.

An Heteroiibergéingen nehmen wir Stetigkeit der Quasi-Ferminiveaus an.
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4.3 Verspannungsgleichung

Infolge duflerer Krifte oder Gitterfehlanpassungen kommt es zu inneren Ver-
zerrungsfeldern im Bauelement, die in jedem Punkt durch die dort herrschende
Spannung charakterisiert werden kénnen. Diese werden im Rahmen der Elastizi-
tétstheorie berechnet.

Zum besseren Verstidndnis sollen zunichst kurz die Grundaussagen der Konti-
nuumsmechanik erldutert werden. Ausgangspunkt ist das Spannungsprinzip von
Euler-Cauchy ([48], S.90):

Als Folge duferer Krifte existiert auf jeder Fliche des Kérpers (Schnittfliche
zwischen Teilkorpern oder Guffere Begrenzungsfliche) mit einem Flichennorma-
leneinheitsvektor il(Z, t) ein Vektorfeld von Spannungsvektoren (7,1, t). Fillt die
Flidche mit der Oberfliche des Korpers zusammen, sind die Spannungsvektoren
i(Z,7,t) gleich den aus den Oberflichenkriften folgenden Spannungsvektoren

Spannungen innerhalb des Bauelements werden mit Schnittbetrachtungen be-
schrieben. Is dA das Flichenelement der Schnittfléiche im betrachteten Punkt
und d, f der resultierende Kraftvektor auf dieses Flichenelement, so gilt fiir den
Spannungsvektor:

df

dA
Der Spannungsvektor ist ein Ma8 fiir die innere Kraft im betrachteten Punkt des
Korpers. Er ist abhiingig vom Ort, von der Zeit und von der Orientierung der
Schnittfliche. Es gilt das Cauchysche Spannungsprinzip:

Jedes Schnittflichenelement in einem Punkt P mit der gleichen Tangential-
ebene hat den gleichen Vektor it und fiihrt damit zum gleichen Spannungsvektor t,
d.h. unterschiedliche Oberflichenkrimmungen im Punkt P haben keinen Einfluss
auf t, solange @i sich nicht verindert.

Daraus kann man folgern, dass die Gesamtheit aller denkbaren Spannungs-
vektoren fiir einen materiellen Punkt P den Spannungszustand in diesem Punkt
definiert.

Es gilt das Cauchysche Fundamentaltheorem:

Der Spannungsvektor £, = ¢ im Punkt T einer gegebenen Schnittfliche mit
dem Normalenvektor i ist vollstindig durch drei Spannungsvektoren f;l =1 be-
stimmt, die auf den drei Koordinatenfiichen wirken, die sich gegenseitig in
durchdringen. Der Spannungsvektor t, ist eine lineare Funktion von . Die Glei-
chung

H, i, 1)

in Komponenten:
ti =0 ]'in]'

beschreibt den Zusammenhang des von @i abhéingigen Spannungsvektors t mit dem
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von 7 unabhdngigen Spannungstensor &. Der Spannungszustand in T ist somit
entweder durch drei Spannungsvektoren t; =1; oder durch 9 Tensorkomponenten
0;;€:€; eindeutig bestimmt.

Befindet sich der Gesamtkorper im Gleichgewicht, so gilt:

Vi-6+pk=0 (4.3)

bzw. in integraler Form
/ (Va6 4 ph)dv =0 (4.4)
v

Dabei sind pkdV Volumenkrifte. Vz bezeichnet die Vektordivergenz und ist
folgendermafien definiert:

(vm«~&>i:2_%aij (i, = 1.3) (45)

Bei der Integration ergibt sich mit dem Gauflschen Satz

/Vi-&dV:/FdA:/ﬁ-c}dA (4.6)
14 A A

Unter Annahme kleiner Verzerrungen kann man das Hooksche Gesetz schreiben
als
& =EWe, (4.7

wo die Verzerrungen durch den zweistufigen Tensor ¢ und der Elastizitétstensor
durch den 2-stufigen Tensor E( beschrieben werden. Fiir die Komponenten des

Verzerrungstensors gilt:
1 /0ut o
== , 4.8
1,2

wobei @ = (ul,u?,u?) die Auslenkung eines Teilchens aus der Ruhelage bezeich-
net. Der Verzerrungstensor ist symmetrisch: €;; = €;;. Beim Ubergang zur Voigt-
Notation (11 — 1,22 — 2,33 — 3,23 — 4,13 — 5,12 — 6) macht man folgende
Transformation:

€1 €11 a1 o1

€9 €99 a2 022

€3 _ €33 g3 _ | 033 ( 4 9)
€4 2€93 ’ 04 023 '
€5 2€13 05 013

€6 2¢12 06 012
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Dadurch lisst sich die Relation (4.7) auch in Matrix-Vektor-Schreibweise darstel-
len:

Im Kristallsystem gilt fiir die Elastizitétsmatrix E fir Zinkblende bzw. Wurtzit-
struktur:

Ci1 C12 C12

C12 C11 Ci2
. Ci2 Ci12 C11
EZinkblende = Cas
Caq
Ca4
€11 C12 Ci13
Ci2 C11 C13
;- €13 C13 Cs3
EWurtzit = o
C44
Ce6

Daraus liisst sich gem:if der Voigt-Notation der Elastizitiitstensor E® gewinnen:
Epn =B, mn=1...6,ij,kl=1..3

Stimmen die Kristallachsen nicht mit den Simulationsachsen (z,y,z) iiberein,
muss der Elastizititstensor E® in das Simulationssystem transformiert werden
mit der Rotationsmatrix R;; (vgl. Kapitel 2):

Eff];lyYZ) = Ry Rjn Rio Ry EXTistal

‘mnop

Zur Berechnung der Verspannungen im Halbleiterbauelement wird Gleichung
(4.3) diskretisiert. Wir verwenden dazu Boxintegration in Verbindung mit dem
Gauflschen Satz.

Beriicksichtigung von Gitterfehlanpassungen

Wir nehmen an, dass sich die Auslenkungen u® auf ein Referenzgitter eines Re-
ferenzmaterials mit einer Gitterkonstante ap beziehen. Die physikalisch giiltige
Verspannung ist dann

s _ 98 (a—ap)

] a ] v a

Dabei bezeichnet a die am betrachteten Gitterpunkt giiltige Gitterkonstante.
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T Wachstumsrichtung
GaAs
InAs —_— A_";As z-Achse
GaAs L‘TA‘G' ahs
y-Achse
x-Achse

Abbildung 4.1: Schichtstruktur, bestehend aus einem dinnen InAs-Film, der
pseudomorph auf GaAs-Substrat aufgewachsen wurde. Das GaAs ist unverspannt,
die Verspannung in der InAs-Schicht ist homogen. Zur Berechnung des Verzer-
rungstensors im InAs fiihren wir Boxintegration tiber das gestrichelt eingezeichne-
te finite Volumen aus. Aufgrund der Homogenitit der Verspannung braucht nur
der Kraftfluss durch die beiden Begrenzungsflichen Agaas und Apnas betrachtet
werden.

Direkte Berechnung der Verspannung fiir Schichtstrukturen

Fiir eine ideale Schichtstruktur, wie sie in Abb. 4.1 dargestellt ist, kann die Ver-
spannung unter gewissen Annahmen direkt berechnet werden. Im angegebenen
Beispiel wurde eine Schicht InAs pseudomorph auf ein GaAs-Substrat aufgewach-
sen. Ist die Schichtbreite klein im Vergleich zur Ausdehnung in z- und y-Richtung,
so0 ist das Substrat unverspannt und der Verspannungstensor in der InAs-Schicht
homogen. Als Zwangsbedingung gilt, dass das InAs lateral die Gitterkonstante
von GaAs annimmt. Daraus folgt sofort fiir den Verspannungstensor (in Voigt-
Notation) im (z,y, z)-System:

e(lx’y’z> = eéz’y’z) = ¢ (4.11)
6(617’!/12) = 0
Dabei gilt ¢ = “Gade—tInds w0 qgya, bzw. ammas die Gitterkonstante in GaAs

arnAs
bzw. InAs bezeichnet. Aus der Gleichgewichtsbedingung (4.3) V-6 = 0 er-
gibt sich durch Integration iiber die Box in Abb. 4.1 gem#fi Gl. (4.6) unter
Beriicksichtigung der Homogenitdt des Verzerrungstensors und A = Agaas =
Arpnas(Begrenzungsfliche des finiten Volumens in z-Richtung, vgl. Abb. 4.1)

O.InAs O.GaAs
. 31 31
Oz/Vi-frdV: /tdA: /ﬁ-a—dA:A olpds — gSeds | (4.12)
Jv Ja JA TnAs GaAs
033 033
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Da das GaAs unverspannt ist, folgt aus Gl. (4.12) sofort die Bedingung (in
Voigt-Notation) fiir die InAs-Schicht:

o{e) — a0 _ e _ (113)

Wegen o; = Ejje; stellen die Gleichungen (4.11) und (4.13) insgesamt sechs Be-
dingungen fiir die sechs Komponenten des Verzerrungstensors ¢;. Dadurch kann
der Verzerrungstensor im (2, y, z)-System e®¥?2) fiir die InAs-Schicht sofort be-
stimmt werden.

Piezoelektrische Ladungen

Durch die Verspannung des Kristallgitters kommt es bei (3)-(5)-Halbleitern zur
Ausbildung eines makroskopischen elektrischen Dipols, dessen Grofle proportio-
nal zum Verzerrungstensor ist [50]. Die piezoelektrische Polarisation ﬁpiezo(ﬂ ist
ein Vektor, der Verspannungstensor € ein zweistufiger Tensor. Demzufolge be-
schreiben die piezoelektrischen Konstanten e;j, (7) einen Tensor dritten Grades.
Es gilt:

PP = egpeje 0,5,k =1,2,3 (4.14)
Beim Ubergang zur Voigt-Notation (11 — 1,22 — 2,33 — 3,23 — 4,13 —

5,12 — 6) werden der erste Index beibehalten und die letzten beiden kontrahiert
gemif folgender Vorschrift:

em , t=1,23m=1273
k= { %eim , 1=1,2,33m=4,5,6 (4.15)
Dann kann Gl. (4.14) geschrieben werden als:
Pipiez” = €j1€1 + €52€2 + €;3€3 + €4€4 + €;5€5 + €666 (4.16)

Im Kristallsystem kann die Zahl der Konstanten erheblich reduziert werden.
Fiir Zinkblende gilt e14 = eg5 = e3¢ # 0, alle anderen Komponenten verschwinden.
Damit ist die piezoelektrische Polarisation:

. 2¢93
Brterte(fy=en(r) | 26 (4.17)
2612

In Wurtzit ist entsprechend eg; = e3s # 0, e15 = eaq # 0, e33 # 0. Daraus ergibt
sich fiir die piezoelektrische Polarisation:

. _ 2e15 €13
P%Z;tmt(ﬁ: 2615 €12 (418)
€31 €11 1 €31 €22 + €33 €33
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Will man entsprechende Relationen im Simulationssystem (z,y, z) haben, muss
der piezoelektrische Tensor e, aus Gl. (4.14) in das Simulationssystem trans-
formiert werden mit der Rotationsmatrix R;; (vgl. Kapitel 2):

(z,y,2) _ Kristall
Cijk - RiijﬂRkOemno

Die piezoelektrische Polarisation fiithrt zu Polarisationsladungen. Die dazugehd-
rige Ladungsdichte errechnet sich aus folgender Beziehung:

ppiezu(f’) = —le ﬁpiezo(m (419)

Verspannungsinduzierte Verschiebung der Bandkanten

Die relative Lage der Bandkanten verschiedener Materialien zueinander beschrei-
ben wir im Modell der ,natiirlichen” Diskontinuitéten [43][44]. Man nimmt an,
dass die Energien der Bandkanten auf einer absoluten Skala angegeben werden
konnen. Der Sprung in der Bandenergie am Ubergang zwischen unverspannten
(,natiirlichen” ) Materialien ergibt sich dann aus der Differenz der absoluten Ener-
gien. Der Einfluss der Verspannungen wird in diesem Modell unabhiingig von
den ,natiirlichen” Diskontinuititen mittels der Deformationspotenziale behan-
delt. Zur Bestimmung der absoluten Energien verwendet man fiir jeden Halbleiter
als Referenz-Niveau ein gemitteltes Potenzial. Entscheidend ist nun die Festle-
gung dieser Referenz-Energien auf einer absoluten Skala. Dabei ist insbesondere
auf Transitivitéit der Banddiskontinuitéten zu achten. Van de Walle benutzt im
Rahmen der ,Model Solid Theory” einen Modell-Festkorper, der aus neutralen
Atomen besteht [43][45]. Da bei neutralen Atomen das Potenzial schnell genug
abfillt, erhilt man einen absoluten Nullpunkt, der als Bezugspunkt fiir die mitt-
leren Potenziale dient [51].

Eine Volumeniinderung, die durch die Diagonalelemente des Spannungstensors
bestimmt wird, fiihrt iiber das absolute Deformationspotenzial zu einer Verschie-
bung des Schwerpunktes der Bénder. Zusitzlich wird durch die spurfreien Sche-
rungskomponenten des Spannungstensors eine Aufspaltung der Bandenergien ver-
ursacht. Diese Bandverschiebungen kénnen fiir das Valenzband und das I'—Tal
im Leitungsband durch Diagonalisieren des kp-Hamiltonoperators im Volumen-
halbleiter berechnet werden. Die Bedeutung der entsprechenden Deformations-
potenziale kann den Angaben in Abschnitt 2.2 entnommen werden. Im Gegensatz
zum I'—Tal spalten das X — und das L—Tal auf, wenn der Spannungstensor nicht
diagonal ist. Diese Aufspaltung wird durch das uniaxiale Deformationspotenzial
beschrieben [46].

4.4 Numerik partieller Differenzialgleichungen

In der mathematischen Literatur gibt es zahlreiche Methoden zur Losung partiel-
ler Differenzialgleichungen, die unter dem Oberbegriff der ,Methode der gewichte-
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ten Residuen” zusammengefasst werden konnen. Auch die hiufigsten Verfahren
in den Ingenieursanwendungen, die Finite-Elemente-Methode und die von uns
verwendete Finite-Volumen-Methode, fallen darunter. Zum besseren Versténdnis
soll im Folgenden kurz das Grundprinzip der Methode der gewichteten Residuen
dargestellt werden [53].

Grundprinzip

Gegeben sei das Randwertproblem
N(u)=0, ue G (4.20)
mit der Randbedingung R(u) = 0 auf dem Rand dG des Gebietes G. Zuniichst

wird eine Naherungslosung uy(z) der Differenzialgleichung als kontinuierliche
Funktion angesetzt und als endliche Reihe geschrieben:

un () = ur(z) + Y ar - By() (4.21)
k=0

Dabei sind uy(x) die Niherungslosung, ug(z) eine Funktion, die die inhomoge-
nen Randbedingungen erfiillt, ®;(x) vorgegebene Ansatzfunktionen (engl. trial
functions) und aj, die gesuchten Koeffizienten.
Fiir die Ableitung der Funktionen wuy gilt dann (fiir ug = 0 geschrieben):

dP u dP
Entwickelt man die Ableitungen wieder nach den Ansatzfunktionen, so benutzt
man die Schreibweise

d” o p)
deuN:E ay - Op(x) (4.23)
k=0

Der Fehler, der sich beim Einsetzen des Ansatzes (4.21) in die Differenzialglei-
chung (4.20) ergibt, wird als Residuum R(z) bezeichnet:

R(z) = N(un()) (4.24)

Zur Bestimmung der noch unbekannten Koeffizienten a; wird verlangt, dass das
mit den N + 1 verschiedenen Gewichtsfunktionen (engl. test functions) w;(z) ge-
wichtete Residuum bei Integration iiber G verschwindet, d.h. dass das Residuum
zu allen Testfunktionen orthogonal ist:

/ wj(z) - R(z)dz =0, j=0,...,N (4.25)
e

Bei den Finite-Elemente-Methoden werden als Ansatzfunktionen ®(z) lokal de-
finierte, stiickweise von Null verschiedene Funktionen niedriger Ordnung gewéhlt
(engl. shape functions). Gewichtsfunktionen w;(z) konnen z.B. die Ansatzfunk-
tionen selbst sein (Galerkin-FE-Methode).
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Finite-Volumen-Methode

Die Finite-Volumen-Methode kann mit der Methode der gewichteten Residuen
hergeleitet werden (Teilbereichsmethode). Als Ansatzfunktionen ®y(x) wihlt
man stiickweise konstante Funktionen. Fiir das Gebiet G wird eine disjunkte
Zerlegung in Teilgebiete G; vorgenommen. Die Gewichtsfunktionen w;(z) sind

definiert als ; o
1 firzxe
wjlw) = { 0 sonst. (4.26)

Das Residuum soll in jedem der Teilgebiete verschwinden,

/ R(z)dz = 0.

9j

Die Methode arbeitet also mit der integralen Form der Erhaltungsgleichungen.
Die Volumenintegrale werden in Oberfliichenintegrale umgewandelt. Die Finite-
Volumen-Methode ist die im Ingenieurbereich am hiufigsten verwendete Metho-
de. Sie bietet den Vorteil, auf komplexe Geometrien anwendbar zu sein. Au-
Berdem ist die Konservativitét der Fliisse in der Finite-Volumen-Methode am
einfachsten zu gewihrleisten.

Zunichst wird das Simulationsgebiet in sog. Kontrollvolumina eingeteilt (siehe
Abb. 4.2). In der Mitte eines Kontrollvolumens befindet sich der zugehérige
Gitterpunkt. In Abb. 4.2 wird dies fiir ein zweidimensionales Gitter illustriert.
Jedes Kontrollvolumen setzt sich aus vier Quadranten Q1-Q4 zusammen (in drei
Dimensionen entsprechend acht Oktanten). Da sich die Materialpunkte jeweils
zwischen vier Simulationspunkten befinden (in drei Dimension zwischen acht;
vgl. auch Abschnitt 1.3), kann jedem Quadranten ein eigenes Materialsystem
zugeordnet werden.

Bilanzgleichung in integraler Form
Die oben dargestellten partiellen Differenzialgleichungen haben die Form
Vs 6+pk=0 (4.27)

Im Fall der elastomechanischen Verspannungen ist 6 ein Tensor zweiter Stufe
(Matrix) und pk ein Tensor erster Stufe (Vektor). Es handelt sich hier demnach
um eine Gleichung mit drei Komponenten. Entsprechend ist Vz als Vektordiver-
genz aufzufassen mit der Definition

(Vs &);Za%aij (i, = 1.3) (4.28)

Fiir die Poisson- und Stromgleichung sind die elektrische Flussdichte bzw. die
Stromdichte Tensoren erster Stufe (Vektoren), die Quellterme, d.h. die Ladung
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Abbildung 4.2: Kontrollvolumen, unterteilt in vier Quadranten, fir den Gitter-
punkt (4,j) in zwei Dimensionen. Die Normalenvektoren lings der Oberfliche
sind eingezeichnet. Die Kreisringe bezeichnen jeweils einen Materialgitterpunkt,
welcher die Materialparameter fiir den entsprechenden Quadranten festlegt.

bzw. die Rekombinationsrate, sind Skalare. Dann entspricht die Divergenz der
ersten Komponente der Vektordivergenz aus Gl. (4.28), entsprechend reduziert
sich Gl. (4.27) auf eine Komponente.

Mit Hilfe des Gaufschen Satzes lisst sich Gl. (4.27) in integraler Form schreiben
mit dem Normalenvektor 7:

/ V- 6dV = / i 6dA=— / pkdV (4.29)
|4 A Vv

Ausfiihren der Integration

Das Integral in Gl. (4.29) wird stiickweise iiber die einzelnen vier Quadranten
(bzw. acht Oktanten in drei Dimensionen) ausgefithrt. In Abb. 4.3 wird dies
anhand des ersten Quadranten dargestellt. Im Folgenden soll die entsprechende
Gleichung fiir die erste der drei Komponenten exemplarisch hergeleitet werden.
Es gilt:

(7-6), =0j1n; = onng + oa1ng + 031713

Die Normalenvektoren in Abb. 4.3 sind 7i; = (—1,0,0)7 und 7, = (0,—1,0)7.
Mit pk = 0 folgt dann fiir die erste Komponente aus Gl. (4.29):

h2j,1 hl,j,l

9 My

/ (O’]]Th +(7217Z2+0'317'Lg)d.4: —011 =0 (430)
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(-1,j+1) @ii+1) (i+1,j+1)
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Abbildung 4.3: Integration tiber Oberfliche des ersten Quadranten Q1 am Git-
terpunkt (i,j).

Aufgrund des Hookschen Gesetzes (4.7) gilt nun o;; = Ejjuew, so dass in Gl
(4.30) schliellich alle Variationen von ey; auftreten konnen:

h2j71
2

+ Enigo€os + Erioseas + Erisiesr + Erisoess + Erissess)
2

+ Eoi99€00 + Egns€as + Eaisi€ar 4+ Ensoesn + Eoiszess) = 0

(Ernien + Eisers + Erisers + Ersien

(Ea11€11 + Eonzers + Eaiizers + Engren

Flusserhaltende Diskretisierung

Da die Verspannungsgleichung drei Komponenten hat, muss der Losungsvektor
pro Gitterpunkt drei Koordinaten aufweisen. Es sind dies die Auslenkungen aus
dem unverspannten Zustand (u!,u?,u3). Die Diskretisierung gemiff Gl. (4.8)
sollte flusserhaltend sein, sie lautet in unserem Beispiel bei Integration iiber die
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Teilfliche Az, :

0 ul.—ul

e = u' _ Wiy i—1,j
1 ox hli*l
1 8’&1 8u2 1 uzlj - ull]',l
€ = = [—+— ) == | 2L
2\ 0y Oz 2 h2;_1
1 up =y n Ui U
2 hl;_q hl;_q

Bei Integration iiber die Teilfliche Az, ergibt sich entsprechend:

1 1,1 1 1
Ou 1 (ui;— Ui, I Uij—1 — Ui1,4-1
hl; hli

BT 9r T2
1 [ 0u N ou? [ fuf; —ulj . uly ;= Ui
€ = = | = —_— ] == |= -
2 9\ay Tar) 212\ m2, h2; 1
2 2
Uij — Ui_1,j
hliy

Dadurch erhélt man fiir das resultierende lineare Gleichungssystem eine symme-
trische Matrix. Dieses Vorgehen gilt im Prinzip genauso fiir die Poisson- und
Stromgleichung, ist dort allerdings erheblich einfacher. Dabei ist bei der Poisson-
gleichung der Losungsvektor das Potenzial, bei der Stromgleichung das Quasi-
Ferminiveau.

Hier konnten nur die Grundgedanken bei der Diskretisierung der Verspannungs-
gleichung angegeben werden. In Anhang B sind technische Details beim Aufstel-
len der Matrix fiir die Verspannungsgleichung fiir ein dreidimensionales Problem
zu finden.

+

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden kurz die Poisson-, die Strom- und die Verspannungsglei-
chungen zusammengestellt und mogliche Randbedingungen diskutiert. Numme-
risch 16sen wir diese Gleichungen mit der Finite-Volumen-Methode. Das Diskre-
tisierungsschema wurde beispielhaft anhand der Verspannungsgleichung in zwei
Dimensionen erliutert. Im Anhang finden sich detaillierte Informationen iiber das
Aufstellen der entsprechenden Gleichungssysteme. Die Verspannungen fiihren zu
einer Verschiebung und Aufspaltung der Bandenergien. Dieser Effekt wird fiir
die Valenzbénder und fiir das I'—, X —, und L—Tal im Leitungsband im Rahmen
des van de Walle-Modells beriicksichtigt.
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Kapitel 5

Nummerische Losung des
Gesamtproblems

Das elektrische Verhalten eines Bauelements wird in unserem Modell im Wesentli-
chen durch vier partielle Differenzialgleichungen beschrieben: die Verspannungs-
gleichung, die Poissongleichung, die Mehrband-kp-Schrédingergleichung und die
Stromgleichung. Die Grundlagen der kp-Theorie und das Aufstellen der Ha-
miltonmatrix wurden in Kapitel 2 und Anhang E erortert. Die Losung dieses
Eigenwertproblems liefert die Eigenzustéinde und die Eigenenergien. Fiir die Be-
rechnung der Ladungsdichte und des Stroms wird das Konzept lokaler Quasi-
Fermienergien verwendet (vgl. Kapitel 3). Die daraus resultierende Stromglei-
chung sowie die Poissongleichung waren Gegenstand von Kapitel 4. Dort wurde
auch die Verspannungsgleichung erldutert. Wie bereits in Kapitel 1 angedeutet,
hiingen diese Gleichungen in komplizierter Weise voneinander ab, was eine selbst-
konsistente Losung des Gesamtproblems sehr schwierig macht. Dieser Themen-
komplex wird in diesem Kapitel behandelt. Wir gehen dazu in mehreren Schritten
vor: Zunéchst widmen wir uns der Losung der klassischen nichtlinearen Poisson-
gleichung und anschlieflend der selbstkonsistenten Losung der Schrédinger- und
Poissongleichung. Bei Losung des Nichtgleichgewichtsproblems wird abwechselnd
bei festgehaltenem Potenzial das Quasi-Ferminiveau bzw. bei festgehaltenem
Quasi-Ferminiveau das Potenzial neu bestimmt. In bestimmten Fillen hat es
sich als zweckméBig erwiesen, die Poisson- und Stromgleichung zu koppeln.

5.1 Mathematische Formulierung des Gleichungs-
systems
Die zugrunde liegenden Differenzialgleichungen wurden bereits in Kapitel 4 er-

ldutert und sollen hier zur besseren Ubersicht noch einmal kurz zusammengestellt
werden:

div (EW(7e() =0 (5.1)
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—7L((I>,F;V7EF7H'F) +p(®7ﬂuaEFp7F) (52)
+NE(<D EFn; F) - NX((I)v EFp: ’F)
—div Poiczo(é,7) — div Poypo(7)

—div [e(m v q»(a]

8

> Hpo (0,7) FY(F) = E,F}(F) (5.3)
—div J,(7) = div [ﬂn(cp,fjn@,EFn,rﬁEFn(F)} (5.4)

== R(¢7EFH,EFp,fj
—div jp(7) = —div [ii,(®,Pp(®, Ery, 1)V Ery(7)] (5.5)

= R((I) EFn7 EFp7 F)

In der Verspannungsgleichung (5.1) gilt fiir die Komponenten des Verzerrungs-

tensors "y o
! u;
A (axj + 3%‘) ’ (56)

wobei @ = (u!,u?, )T die Auslenkung eines Atoms aus der Ruhelage bezeichnet.
Der 4-stufige Tensor E® ist der Elastizitéitstensor. Der piezoelektrische Polarisa-
tionsvektor hingt von der Verspannung und den ortsabhéingigen piezoelektrischen
Konstanten e14(7) bzw. e15(7), e31(7) und es3(7) ab. Im Kristallsystem gilt:

_ 2e23(7)
Priterte(f) = ew() | 2e3(7) (5.7)
2e12(7)
I 2e15(7) e13(7)
P,Ki‘?z“(ﬁ = 2e15(7) €12(7) (5.8)

e31(7) €11 (7) + e31(7) €22(7) + €33(7) €33(7)

Pyroelektrische Polarisation Ispym(F) tritt nur in Wurtzit-Kristallen auf und ist
verspannungsunabhingig.
In der Poissongleichung (5.2) bezeichnet € (7) die dielektrische Konstante und
® (7) das elektrische Potenzial. Die Dichte der ionisierten Donatoren bzw. Ak-
zeptoren lautet:
Np(F)
Np(r) = 1 + gpelBra-Eo(/ksT

PO Na(7)
Na() = [Brp(F)~Ea(@®)] /kaT

(5.9)

(5.10)

14 gae™

Hier sind Np,4(7) die Dotierkonzentrationen fiir Donatoren bzw. Akzeptoren,
Epn/p(7) das ortsabhéingige Quasi-Ferminiveau der Elektronen bzw. der Locher,
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kg die Boltzmannkonstante, T' die Temperatur und ED/A(F) die Energienive-
aus der Donator- bzw. Akzeptorzustinde. Letztere sind bestimmt durch die
Tonisierungsenergien Ei7, der Donatoren bzw. Akzeptoren, die Leitungs- bzw.
Valenzbandkante im Volumenhalbleiter Exg bzw. Eyq und das elektrische Poten-
zial ®. E¢p und Eyq beinhalten bereits die Verschiebung der Bandkanten durch

die Verspannungen:

Ep(F) = EeolF) — () - Ei" (5.11)
E(®) = Eyolf) - e®(F) + B§"

Die g—Faktoren sind gp = 2 fiir Donatoren sowie g4 = 4 fiir Akzeptoren [54].
In den Hamiltonoperator H,,, (®,7) in der Achtband-kp-Schrodingergleichung
(5.3) geht das elektrische Potenzial ®(7) ein, infolgedessen héngen die Eigenwerte
E, und die dazugehorigen Spinoren der Einhiillenden-Wellenfunktion F* (n =
1,...,8) vom Potenzial ab.

Fiir die Beweglichkeit fi,,,(®,7) in der Stromgleichung der Elektronen (Gl.
5.4) bzw. Loécher (Gl. 5.5) existieren mehrere Modelle, die eine Abhéngigkeit
vom lokalen elektrischen Feld und der Dotierkonzentration beinhalten. Die Re-
kombinationsraten R(®, Epy, Erp, ™) werden durch die lokalen Elektronen- und
Locherdichten, letztendlich also durch das Potenzial und die Ferminiveaus be-
stimmt. In Anhang H sind Modelle fiir die Beweglichkeiten und Rekombinati-
onsraten angegeben.

Dichteberechnung

Die Ladungstrigerdichte ergibt sich durch Besetzen der elektronischen Zusténde
mit dem lokalen Quasi-Ferminiveau. Wir geben hier nur den Ausdruck fiir die
Achtband-kp-Zusténde in drei Dimensionen an. Dann hingt die Dichte nur vom
lokalen Quasi-Ferminiveau sowie den Spinoren und ihren Eigenwerten ab. Da all-
gemein fiir jedes Band aber auch die klassische Thomas-Fermi-Dichte spezifiziert
werden kann, besteht allgemein zusitzlich eine Abhéingigkeit vom Potenzial.

D IELAP f (Bralf) - E)

n=1

n(®, Bpp,7) = > (5.12)

veElektronen

S D IFNAP £ (B, — Bryp()

v€Lécher Ln=1

p((I), EF;m 77)

In Anhang D sind néihere Details zur Dichteberechnung zu finden.

Losungsvektor

Das Gleichungssystem lidsst sich in drei Blocke gliedern. Der erste beinhaltet
die Verspannungsgleichung Gl. (5.1), deren Losungsvektor fiir jeden Gitterpunkt
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(i, 7, k) die Auslenkung der Atome aus der Ruhelage in z-,y- und z-Richtung ent-
halt: @e = (ujy, ufy, uly). Der zweite Block umfasst die Poisson- und die
Mehrband-kp-Schrodingergleichung (Gl 5.2 und Gl 5.3). Nimmt man die
Quasi-Ferminiveaus als konstant an, so ist die selbstkonsistente Losung dieser
beiden Gleichungen durch das elektrische Potenzial eindeutig bestimmt. Aus den
Stromgleichungen (Gl 5.4 und Gl. 5.5) ergeben sich schlielich fiir festgehaltenes
Potenzial die Quasi-Ferminiveaus fiir die Elektronen und die Locher.

Da die Verspannung in unserem Modell weder von Potenzial noch von den Quasi-
Ferminiveaus abhéngig ist, wird als Erstes die Verspannungsgleichung gelost. Im
Folgenden kann man sich dann auf die selbstkonsistente Losung des zweiten und
dritten Blocks beschrénken.

Eingebautes Potenzial (engl. built-in potential)

Der Bandkantenverlauf im thermodynamischen Gleichgewicht ist durch das ein-
gebaute Potenzial bestimmt. Dieses wird zunéchst berechnet, bevor angelegte
Spannungen beriicksichtigt werden. Man erhélt es durch selbstkonsistentes Losen
der Poisson- und Schrodingergleichung bei einheitlichem Ferminiveau fiir Elek-
tronen und Locher. Als Randbedingung wird dabei fiir ohmsche Kontakte das
elektrische Feld auf Null gesetzt. Bei Schottky-Kontakten nehmen wir an, dass
die Leitungsbandkante relativ zum Ferminiveau fixiert ist (vgl. Kapitel 4).

5.2 Selbstkonsistente Losung der Schrédinger-
und Poissongleichung

5.2.1 Nichtlineare Poissongleichung

In diesem Abschnitt wird kurz die nichtlineare Poissongleichung mit klassischer
Thomas-Fermi-Dichte diskutiert, da deren Losung immer als Startwert fiir die
weitere Rechnung verwendet wird. Der Einfachheit halber wird hier nur ein
Leitungs- und ein Valenzband berticksichtigt. Wir nehmen an, dass sich die
Ladungstréger im globalen thermischen Gleichgewicht mit dem Ferminiveau Ep
befinden, dann erhélt man durch Diskretisierung der Poissongleichung folgendes
Problem:

A3 —5(B) =0, (5.13)

wo A die N x N Poissonmatrix und N die Zahl der Gitterpunkte ist. Fiir ein
dreidimensionales 50 x 50 x 50-Gitter ist also N gleich 50° = 125.000. & =
(®4,...,®5)T bezeichnet einen N-dimensionaler Vektor, dessen Komponente i
den Wert des Potenzials am Gitterpunkt ¢ enthélt. Fiir die integrierte Ladung
gilt:

bi =€’ (p; —ni+ Njp; — Ny, — OV, (5.14)
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Dabei stellt V; das Volumen der Box mit Nummer ¢ dar (vg. Kapitel 4.1 und
Anhang A). Die Polarisationsladungen sind in der Konstante C' enthalten, die uns
aber nicht weiter interessiert, da sie unabhéngig vom Potenzial ist. Im Einzelnen
gilt (vgl. auch Gl 5.2):

omkpTm? >/ —Ey;+ed;+E
n; = Q(T) F1/2 {%} (5.15)
omkgTm?,\ %2 Eyi—e®; — Ep
;= 2 =) R, | L F 5.16
P ( h? ) 1/2{ kgT } (516)
Np.
+ o= bi
ND’i o 1+ gpe®r—Ep.)/ksT (5.17)
Ny,
Ny, = 4 (5.18)

1+ gA@*(EF*EA,i)/kBT

Fi/; bedeutet hier das Fermi-Integral der Ordnung 1/2 [55][56][57]. Diese wer-
den in Anhang F erldutert. Man beachte, dass alle vier Terme in den Gln.
(5.15)-(5.18) vom Potenzial abhéngen (vgl. auch Gl. 5.11). Die Losung von
Gl (5.13) entspricht daher der Nullstellensuche des nichtlinearen Funktionals

R

I3 [q?] =A% —b(3).

5.2.2 Newton-Verfahren

Zur Losung nichtlinearer Gleichungen wird ein verallgemeinertes Newtonverfah-
ren verwendet. Dieses dient allgemein zur Nullstellenbestimmung einer Funktion
F(X) = 0 [58]. Zunéchst fithrt man cine Taylorentwicklung durch:
0= F(%) +dx) = F(%) + %dﬁ’

wo DF = % die Jacobimatrix bezeichnet. Daraus ergibt sich die Newtonkorrek-
tur:

d%x = —(DF)"' x F (5.19)
Da hier Konvergenz nur fiir sehr gute Startwerte erreichbar ist, wird das Ver-
fahren um eine zusétzliche Komponente erweitert [58]. Bei jedem Newtonschritt
minimiert man die skalare Funktion f = %FTF entlang des Korrekturvektors
dX (Linienminimierung). An diesem Minimum wird ein neuer Korrekturvektor
ermittelt. Es handelt sich hier also um eine Mischstrategie. Solange man sich
weit weg von der Losung befindet, gibt die Newtonrichtung die Richtung des
steilsten Abstiegs vor. In dieser Richtung wird Minimierung des Funktionals
durchgefiihrt. Dadurch ist gewihrleistet, dass man iiberhaupt erst in die Nihe
der Losung gelangt. Befindet man sich schliellich geniigend nahe der Nullstelle,
greift das Newtonverfahren, welches quadratische Konvergenz aufweist. Die Ja-
cobimatrix ist hier eine N x N- Matrix. Die Losung der Gleichung (5.19) wird
mit Hilfe von konjugierten Gradientenverfahren [59] berechnet.
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5.2.3 Schrédinger-Poisson

Im vorigen Abschnitt haben wir uns auf die klassische Thomas-Fermi-Dichte be-
schrinkt. In Wirklichkeit ergibt sich die Dichte jedoch aus den quantenmechani-
schen Zusténden, die iiber das lokale Quasi-Ferminiveau besetzt werden. Wenn
das Quasi-Ferminiveau als fest angenommen wird - im Gleichgewichtsfall ist es
auflerdem raumlich konstant - besteht unsere Aufgabe nun darin, die Poissonglei-
chung selbstkonsistent mit der Schrodingergleichung zu 16sen. Das Problem ist
hierbei, dass die quantenmechanischen Zusténde iiber eine Eigenwertgleichung
vom Potenzial abhéingen. Konkret wollen wir hier folgendes Gleichungssystem
losen (vgl. Gln. 5.2, 5.3):

—div [5(7) v @(F)] = —n(®,F*,7) +p(®, F¥,7) (5.20)
+NH(2,7) — N4 (@,7)
—div Prigzo(F) — div Prypo(F)

8

S Hy (@7 FL(F) = EFLP) (5.21)

n=1

Da das Quasi-Ferminiveau festgehalten wird, tritt es nicht als Argument in den
Variablen auf. Die Dichten n und p errechnen sich gemif Gl. (5.12), die Beset-
zung der Storstellen ergibt sich aus Gl. (5.9).

Zur Losung derartiger Gleichungssysteme haben sich zwei Vefahren bewéhrt:

1. Relaxationsverfahren [60]

2. Pridiktor-Korrektor-Verfahren [61]

Priadiktor-Korrektor-Verfahren

Diese Methode hat sich als am besten erwiesen und wird daher standardms-
Big verwendet. Die Idee besteht darin, eine méoglichst genaue Niherung fiir die
Quantendichte als Funktion des Potenzials zu finden und damit die nichtlinea-
re Poissongleichung zu losen. Aus dem resultierenden Potenzial werden dann die
Energie-Eigenwerte neu berechnet und daraus eine neue Darstellung der Quanten-
dichte ermittelt usw. Man nimmt dabei an, dass bei geringfiigigen Potenzialéinde-
rungen die Wellenfunktionen konstant bleiben und die Eigenwerte entsprechend
der Potenzialverschiebung variieren. Es zeigt sich, dass folgender Ausdruck den
Anforderungen an die Pradiktor-Quantendichte geniigt (mit festen Eigenfunktio-
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nen F” und Eigenwerten E,):

g [®+62] = ) Z\ (A £ (Ben(7) = B, + e80()

vEElektronen | n=1
8
B(@+00] = > D RO (—Erplf) + By — e82(7)
veLocher [n=1

Bezeichnet ®*) das Potenzial aus dem vorhergehenden Iterationsschritt, fiir wel-
ches das Eigenwertproblem gelost wurde, so folgt:

fig [®] = Z

veElektronen

S O] £ (Bpali) — B + e (2(7) - q><k)(m))}

n=1

(5.22)

S RO 7 (- Brylr) + B9 —e (8 (r*)—wm))}

n=1

Dq (@] = Z

v€Lécher

Mit diesem Ausdruck fiir die Dichte wird nun die nichtlineare Poissongleichung
gelost. Dabei beniitzt man am besten ein Newtonverfahren mit Zeilenminimie-
rung.

Insgesamt ergibt sich folgendes Vorgehen:

e Lose nichtlineare Poissongleichung mit dem Ausdruck (5.22) fiir die Dichte:
—div (¢ grad @) = plity[@; P, FY® EX)] 5, [@; @8) Fr®) E0], @]

Das so berechnete Potenzial ® entspricht dem neuen Potenzial ®*+1).

e Lose Mehrband-kp-Schrédingergleichung fiir das neue Potenzial:

8

> Hun (8%9,7) FY(F) = E,FY(7)

n=1

Daraus erhiilt man die Elgenzustande und Energien fiir den néchsten Ite-
rationsschritt: B = B, | FY® () = v ().

e Abbruchkriterium:
Hq)(k+1) _ (I)(Ic)HZ S §
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5.3 Losung des Nichtgleichgewichtsproblems

Wie bereits dargelegt, wird die selbstkonsistente Losung des Systems (5.1)-(5.5)
durch die Auslenkung der Teilchen aus der Ruhelage fiir jeden der N Gitter-
punkte (@i, = (uly,, u?

i U Us) T, ik = 1,..., N), das elektrische Potenzial 3=

(®1,...,®x5)T und das Quasi-Ferminiveau der Elektronen E Fn = (Epnp,- .., Epn, N)T

bzw. der Locher Epp = (Erpy1,-- .,EppyN)T eindeutig bestimmt. Da die Ver-
spannung in unserem Modell unabhiingig ist vom Potenzial und den Quasi-
Ferminineaus, kann die Verspannungsgleichung absepariert werden, und das Pro-
blem reduziert sich auf die Gln. (5.2)-(5.5). Dieses System losen wir entweder
blockiterativ oder gekoppelt.

5.3.1 Blockiteratives Verfahren

Beim blockiterativen Verfahren werden abwechselnd die Schrodinger- und Pois-
songleichung bei festgehaltenem Quasi-Ferminiveau und die Stromgleichungen
bei festgehaltenem Potenzial und festen quantenmechanischen Zustéinden gelost.
Der Losungsalgorithmus lautet demnach wie folgt:

o Lose fiir gegebenes Potenzial & = (&1, ..., ®y)? die Stromgleichungen (5.4)
und (5.5). Wenn man die Dichten als Parameter ansieht, so hat man lineare
Gleichungen fiir die Quasi-Ferminiveaus. Daraus kénnen direkt EF,L =
(EFn,17---7EFn,N) und EFP = (EFp,lw-wEFp,N) bestimmt werden. Dann
werden die Dichten und die Rekombinationsraten neu berechnet. Diese
Vorgehen wird solange wiederholt, bis Konvergenz der Quasi-Ferminiveaus
erreicht ist. Das entsprechende Relaxationsverfahren lautet (k bezeichnet
den Iterationsschritt):

1. Berechne fiir gegebene E} und E ) die Elektronen- und Locherdichte
n®) und p™ sowie die Rekombmatlonsrate R® und lsse damit die linearen
Stromgleichungen:

—div [ﬂnn“)ﬁEFn(ﬂ] - _R®

—div [ﬂpp<k>€EFp(f)] = R® (5.23)

2. Relaxiere das Quasi-Ferminiveau mit dem Relaxationsparameter w:

E_“g:rl) = prn +(1—-w) EI(,IQ
Efr) = wEp,+(1-w)EY) (5.24)

3. Wiederhole ab Schritt 1, bis

IESY —ESl, < e
=(k+1 =(k
|EEY —ER|l, < e (5.25)
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e Lose die Poisson- und Schrodingergleichung (Gln. 5.2 und 5.3) selbst-

konsistent fiir gegebene Quasi-Ferminiveaus Er, = (Epn1, ..., Epy,y) und
Ep, = (EFp1, ..., Eppn), wie im vorigen Abschnitt beschrieben.

e Abbruchkriterium:

H(i;(neu) _ i;(alt)HQ < §
|Eg = Bl < 6
(neu (al

IBE = B le < 6

5.3.2 Gekoppelte Losung

Das blockiterative Verfahren kann unter Umsténden zu Konvergenzproblemen
fithren. Dann ist es zweckméfig, die Poisson- und die Stromgleichungen zu kop-
peln, d.h. man fasst die Gleichungen (5.2), (5.4) und (5.5) zu einer zusammen.
Daneben muss aber noch die Schrodingergleichung (5.3) erfiillt sein. Dabei gehen
wir vor wie beim Prédiktor-Korrektor-Verfahren. Pro Iterationsschritt wird das
Eigenwertproblem gelst und die quantenmechanischen Zustéinde werden festge-
halten. Anschlieflend erfolgt die Berechnung des gekoppelten Systems mit der
storungstheoretischen Prédiktor-Dichte (5.22). Dies entspricht der Nullstellensu-
che eines nun 3N —dimensionalen Funktionals F:

~div [(7) ¥ ()] ~ p (8, Br, B,

ﬁ [‘57 EFnyéFp] = —le ﬂnﬁq q;aEFnyﬁFp ﬁE‘Fn(f') +R 67EFH$EFP
—le ﬂnﬁq §7EF7L7EFP 6E‘F;}(F) - R é!EF7L7EFp
(5.26)

In dieser Darstellung steht jede Zeile fiir einen N-dimensionalen Vektor. Die
Diskretisierung der Ausdriicke div[e(7) grad ®(7)] usw. wurde in Kapitel 4.1 und
Anhang A erldutert. Fiir die erste Zeile erhilt man z.B. einen Ausdruck der Form
Ad —b(P), wo A die Poissonmatrix bedeutet und b; = p,;V; (V; das Volumen der

Box ). Die Matrix fiir die Stromgleichung M,,,, (5, Epn, EFP> héingt selbst von

der Dichte und damit vom Potenzial und den Quasi-Ferminiveaus ab. Fiir die
Dichten gilt, wenn ®®* das Potenzial mit den dazugehdrigen quantenmechani-
schen Zusténden F; (k)(F) aus dem vorhergehenden Iterationsschritt ist:

W@ Er] = > DB f (Era) — BP + e (9(7) — 29 (7))
ﬁq [':D» EFP] = Z Z |Fr’:(7:j(k)|2 f <*EF11(F) + E£k) —€ (<I>(F') - q)(k)(ﬂ)):|

|
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14 ((I)y EFm EFp) = _ﬁq [q>> EF7J + [N)q [q> EFp] + NB [(1)7 EFn] - N; [(I)7 EFp]
—div Piozo(F) = div Pyypo(7)
Dann kann das Funktional geschrieben werden als:
A(E - ﬁ (CE EFn: EFp)
ﬁ [6: EFm EFP} = Mn (137 EFn EFn =+ ﬁ (57 EFn7 EFp) (527)
M, (8. Er,) Er, ~ B (8. Er,. Er,)
mit 7 = (py, ., py) und B = (Ry, .Ry).
Fiir die Nullstellensuche verwenden wir wieder das Newtonverfahren mit Zeilen-
minimierung. Dazu ist die Berechnung der Jacobi-Matrix notig (vgl. Abschnitt

= N
5.2). Diese lautet: DF = % mit & = (P, Ern, Epp
Bei der Berechnung der Ableitungen ist zu beachten, dass die Strommatrix selbst

eine Funktion des Quasi-Ferminiveaus ist. Betrachten wir dazu das Funktional
)F [EF] =M (EF> EF. Dann ist die Jakobimatrix Df = B—J%L definiert als:
Fn

_ ofi 0 _
(Df);; = 9Ep; aEF’jzk:MZkEF’ki (5.28)

0 0
zk:: * (aEF,j FJC) i Xk: <3EF,J' lk) rie = (M) + (D M)y,

wo die Definition

0
(DEFM)ij = Z (8EFjMik) EF,k
& ,

eingefiithrt wurde. Mit den Bezeichnungen in Gl. (5.27) gilt nun:

A% — —_9
0% 9Er, - 0Er,
oR R R
DF = | DaM, + 55 M+ Dp,, My, + 52 3Er, ]
oR oR R
D(I)Mp T % " 0Ep. Mp + DEFPMP " 9Ep,
(5.29)
Gesamtalgorithmus

Der Gesamtalgorithmus lautet nun:

e Lose das Funktional (5.27) fiir die quantenmechanischen Zusténde aus dem
vorhergehenden Iterationsschritt £}, (k>(F), daraus ergibt sich der neue Vek-

tor ZHD) — (ci)‘(k+l)7 Egcrfl)7 E’gc:l))T.




5.4. Zusammenfassung 71

e Lose Mehrband-kp-Schrodingergleichung fiir das neue Potenzial:

8
Z Hmn (q)(k+l)7 7?) F:;('F) = EVFT,:(F)

n=1

Daraus erhélt man die Eigenzustéinde und Energien fiir den néchsten Ite-
rationsschritt: £ = E, | F;(Hl)(F) = FY(7).

e Abbruchkriterium:
ch(k#l) _ ’~I>(k)H2 <e

Klassische Losung

Wird die Dichte rein klassisch, d.h. mit Thomas-Fermi-Niherung berechnet, so
reduziert sich das Gesamtproblem auf die Losung des Funktionals (5.26). Da in
den Ausdruck fiir die Dichte keine quantenmechanischen Zustéinde eingehen, ist
dieser identisch mit der Prédiktor-Dichte in Gl. (5.22).

Unterprobleme

Ebenso ist es moglich, nur Teile gekoppelt zu 16sen, z.B. das Potenzial und das
Quasi-Ferminiveau der Elektronen. Dann lautet der 2N —dimensionale Losungs-

N &
vektor & = (<I>, E F,,,) . Entsprechend reduziert sich die Jacobi-Matrix auf eine

2N x 2N-Matrix. Fiir den Fall £ = & ist der Algorithmus #quivalent zur Losung
der Schrodinger- und Poissongleichung mit dem Prédiktor-Korrektor-Verfahren.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Verfahren vorgestellt, mit denen sich das gekoppelte
System der Halbleitergleichungen 15sen lésst. Da die Verspannungen nicht vom
Potenzial und den Quasi-Ferminiveaus abhéngen, kann man die Verspannungs-
gleichung abseparieren und ganz zu Beginn als lineares Gleichungssystem losen.
Darauthin wird das eingebaute Potenzial fiir das thermodynamische Gleichge-
wicht berechnet durch selbstkonsistente Losung der Schrodinger- und Poisson-
gleichung mit entsprechenden Randbedingungen. Nach diesen Vorarbeiten muss
nun das allgemeine Problem behandelt werden. Die Losung fiir den Nichtgleichge-
wichtsfall ist durch das Potenzial und die Quasi-Ferminiveaus eindeutig bestimmt.
Die quantenmechanischen Zusténde hiingen iiber die Schrodingergleichung vom
Potenzial ab. Als nummerische Verfahren wurden zwei Methoden vorgestellt.
Zunéchst kann das Schrédinger-Poisson-System und das Stromproblem blockite-
rativ gelost werden. Dies fiihrt mitunter aber zu Konvergenzproblemen, so dass
die Losung eines gekoppelten Systems notig wird.
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Kapitel 6

Simulation einzelner
Quantenpunkte

Quantenpunkte sind nulldimensionale Systeme und daher sowohl fiir die Grundla-
genforschung als auch im Hinblick auf Anwendungen wie Fotodioden und Quan-
tenpunktlaser von groflem Interesse. Es gibt bisher bereits eine ganze Reihe
von theoretischen Untersuchungen der quantenmechanischen Zusténde in einem
Quantenpunkt, welche meist eine Pyramidenform zugrunde legen. Neuere ex-
perimentelle Ergebnisse zeigen jedoch, dass diese Annahme nicht aufrecht er-
halten werden kann. Im Folgenden richten wir unser Interesse auf iiberwach-
sene InAs-GaAs-Quantenpunkte, welche durch selbstorganisiertes Wachstum im
so genannten Stranski-Krastanov-Modus hergestellt wurden. Dabei werden mit
Molekularstrahl-Epitaxie einige Monolagen InAs auf das GaAs-Substrat aufge-
bracht. Bei einer bestimmten Schichtdicke kommt es zur spontanen Ausbildung
von Quantenpunkten aufgrund der unterschiedlichen Gitterkonstanten von GaAs
und InAs (ca. 7%). Form und Grofle dieser Quantenpukte hiingen sehr stark von
den Wachstumsbedingungen ab. Die Quantenpunktschicht wird daraufhin mit
GaAs tiberwachsen. Dabei veréindern sie durch Diffusionsprozesse ihre Form und
Indium-Konzentration.

In diesem Abschnitt wollen wir systematisch die elektronischen Eigenschaften
von Quantenpunkten unter angelegter Spannung, d.h. im Nichtgleichgewicht, be-
trachten. Dazu untersuchen wir die optische Ubergangsenergie in Abhingigkeit
von der Form der Quantenpunkte und der rdumlichen Verteilung der Indium-
Konzentration. Daraus konnen Riickschliisse auf ein inneres elektrisches Feld
gezogen werden.. Weiterhin erlaubt die kp-Theorie sofort die Bestimmung der
optischen Ubergangswahrscheinlichkeiten in Abhingigkeit von der Polarisati-
on des eingestrahlten Lichts. Da die Geometrie der Quantenpunkte in der Regel
nicht bekannt ist, stellt es unser Hauptanliegen dar, gemessene Daten in Einklang
zu bringen mit Annahmen iiber die Form der betrachteten Quantenpunkte.
Zunéchst legen wir experimentelle Ergebnisse, die von der Gruppe von M. S.
Skolnick erzielt wurden, zugrunde und untersuchen ihre elektronsiche Struktur.
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GaAs
p-dotiert

__________ Leitingsband-
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Energie Quantenpunkt
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"""""""""""" — Valenzband-
d =300nm kante

Abbildung 6.1: Banddiagramm der Probe, die von Fry et al. gemessen wur-
de. FEs handelt sich um InGaAs-Quantenpunkte, die in (001)-Richtung auf GaAs
gewachsen wurde. Die Quantenpunktschicht ist eingebettet in die intrinsische Re-
gion (Weite d) einer pin-Diode. Wird eine Spannung U angelegt, so liegt in der
Quantenpunktschicht ein elektrisches Feld von E = % an. Uy ist das einge-
baute Potenzial und betrigt ca. 1.5V . Die Quasi-Ferminiveaus fiir die Elektronen
Epy, und die Locher Ep, sind gestrichelt eingezeichnet.

Dazu werden verschiedene Geometrien fiir Quantenpunkte und ihre Auswirkun-
gen auf die elektronische Struktur diskutiert. Dann ziehen wir aus der gemessenen
Stark-Verschiebung Riickschliisse auf die Geometrie und Indium-Konzentration
der betrachteten Quantenpunkte. Zusétzlich sollen ihre optischen Eigenschaften
untersucht werden. Als Nichstes untersuchen wir die diamagnetische Verschie-
bung aufgrund eines angelegten Magnetfeldes. Dazu legen wir experimentelle
Resultate von I. E. Itskevich et al. zugrunde [77]. Dadurch, dass man das magne-
tische Feld in verschiedenen Richtungen anlegen kann, sind recht genaue Schliisse
iiber die Grofle des Quantenpunktes moglich.

6.1 Experimenteller Aufbau

Die Zusammensetzung der untersuchten Proben aus [72] ist in Abb. 6.1 darge-
stellt. Die InAs-Quantenpunktschicht wurde mit Molekularstrahl-Epitaxie auf
GaAs in (001)-Richtung gewachsen. Die Schicht befindet sich im intrinsischen
Bereich einer pin-Diode. Durch Anlegen einer Spannung U kann das elektrische
Feld am Quantenpunkt variiert werden. Dabei ist Up; die eingebaute Spannung
(engl. built-in potential, vgl. Abschnitt 4.1) und d die Weite der intrinsischen Re-
gion. Dann errechnet sich das elektrische Feld aus der Formel F = %‘E. Durch
die angelegte Spannung U befindet sich die Probe im Nichtgleichgewicht, die La-
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dungstrigerverteilung wird demzufolge durch das Quasi-Ferminiveau der Elektro-
nen Ep, und der Locher Ep, beschrieben. Die Diode ist in Sperr-Richtung gepolt,
so dass sich der in Abb. 6.1 eingezeichnete Verlauf fiir die Quasi-Ferminiveaus
ergibt. Die quantisierten Zustéinde im Quantenpunkt sind nicht besetzt. Will
man das elektrische Feld in die andere Richtung messen, muss man eine eigene
Probe wachsen, die in eine nip-Diode eingebettet ist.

Es wird nun monochromatisches Licht eingestrahlt. Entspricht die Wellenlinge
dem energetischen Abstand zwischen dem quantisierten Elektron- und Lochzu-
stand, so wird ein Exziton angeregt. Das Elektron und das Loch verlassen den
Quantenpunkt, flieBen iiber die Kontakte ab und bilden so den Fotostrom. Dieser
wird experimentell bestimmt [72].

6.2 Grundgeometrie der Quantenpunkte

Die genaue Geometrie der Quantenpunkte ist in der Regel nicht bekannt, da beim
Uberwachsen mit GaAs Diffusionsprozesse stattfinden und dadurch die Quan-
tenpunkte ihre Form verdndern. Ziel dieses Kapitels ist es, aus experimentel-
len Daten wie der Stark-Verschiebung Riickschliisse auf die genaue Gestalt der
Quantenpunkte zu machen. In unseren Rechnungen legen wir die kp-Parameter,
Deformationspotenziale, elastischen Konstanten und piezoelektrischen Konstan-
ten aus [2] zugrunde.

Zuniichst sollen aber grundsétzliche Uberlegungen iiber mogliche Geometrien und
die daraus resultierenden physikalischen Effekte angestellt werden. Wir beschrin-
ken uns dabei auf zwei Fille: pyramidenférmige und linsenférmige Quantenpunk-
te. Wie wir spiter sehen werden, ist die Annahme einer Pyramidenform zwar
wenig realistisch, in den meisten bisherigen theoretischen Untersuchungen wur-
de sie aber zugrunde gelegt. Die Verspannungen sind hier besonders grof§ und
demzufolge konnen die damit verbundenen physikalischen Effekte gut erldutert
werden.

Pyramidenférmige Quantenpunkte

Es soll der Quantenpunkt in Abb. 6.2 niher untersucht werden. Die Struktur
wurde auf [001]-GaAs-Substrat gewachsen und besteht aus einer InAs-Schicht
(wetting layer) und einem pyramidenformigen Quantenpunkt mit einer Basisldn-
ge von 20 nm und einer Hshe von 10 nm. Die Wachstumsrichtung entspricht
der z-Achse in Abb. 6.2. Aufgrund der unterschiedlichen Gitterkonstante von
InAs und GaAs - die Gitterkonstante von InAs ist um ca. 8% grofier - kommt es
zu mechanischen Verspannungen in der Struktur. In derartigen Situationen ist
die Annahme pseudomorphen Wachstums gerechtfertigt, d.h. an Materialgrenz-
fliichen nehmen beide Materialien dieselbe Gitterkonstante an und die Verspan-
nung ist rein elastisch ohne Versetzungen. Dann kénnen die Verzerrungsfelder
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Abbildung 6.2: Pyramidenférmiger InAs-Quantenpunkt und InAs-Schicht (wet-
ting layer) auf GaAs-Substrat. Der Quantenpunkt wurde mit GaAs iberwachsen.
Der Indium-Gehalt betrigt 100%. Die Wachstumsrichtung (z-Achse) entspricht
der Kristallrichtung [001]. FEingezeichnet sind die Schnittebenen A und B, auf
die in den anderen Abbildungen Bezug genommen wird.

im Rahmen der Elastizitéitstheorie berechnet werden. Betrachten wir zunichst
die Verhiltnisse in einer InAs-Schicht, die pseudomorph auf ein GaAs-Substrat
in [001]-Richtung (entspricht der z-Achse) aufgewachsen wurde (Abb. 6.3). Auf-
grund der grofleren Gitterkonstante von InAs werden die Gitterabsténde in der
InAs-Schicht in 2- und y-Richtung zusammengestaucht und infolgedessen in z-
Richtung gedehnt, d.h. €, = ¢, < 0 und ¢,, > 0. Die Verspannungen in der
InAs-Schicht sind homogen, es treten keine Scherspannungen auf. Das GaAs-
Substrat ist unverspannt. In einem Quantenpunkt sind die Verspannungen dage-
gen stark inhomogen. Abb. 6.4 zeigt die Komponenten des Deformationstensors
auf der Schnittebene A aus Abb. 6.2. In der InAs-Schicht (wetting layer) erge-
ben sich dieselben Verhiltnisse wie sie oben diskutiert wurden, d.h. homogene
Verspannung und keine Scherspannungen. Im Quantenpunkt selber sieht man
deutlich, dass die Komponente €,, an der Basis positiv ist, zur Spitze hin jedoch
stark abnimmt und negativ wird. Ursache dafiir sind die Begrenzungsfléichen des
Quantenpunktes, die zur Spitze hin zusammenlaufen und aufgrund der kleineren
Gitterkonstante im GaAs die Atome im Quantenpunkt in z-Richtung zusammen-
stauchen. Umgekehrt folgt daraus, dass die Komponenten €., und €,, zur Spitze
hin stark zunehmen und positiv werden. In Abb. 6.5 sind die Verhéltnisse entlang
einer Schnittlinie durch die Pyramidenspitze senkrecht zur Basisebene dargestellt.
Man sieht deutlich, dass die Diagonalelemente des Deformationstensors an der
Pyramidenspitze ihr Vorzeichen umkehren. Auflerdem ist festzuhalten, dass an-
ders als in einer InAs-Schichtstruktur hier auch das GaAs-Substrat verspannt ist.
Diese Verspannungen der GaAs-Umgebung werden aber iiber eine Linge von 10-
20 nm wieder abgebaut. Die Scherspannungen sind vor allem an den Kanten der
Pyramidenoberfliche ausgepriigt, wie in Abb. 6.4 zu erkennen ist.
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Abbildung 6.3: Verspannungen in einer InAs-Schicht, die pseudomorph auf
GaAs-Substrat in [001]-Richtung aufgewachsen wurde (rechts). Aufgrund der gré-
Beren Gitterkonstante im InAs (links) werden die Atome in x- und y- Richtung
zusammengestaucht und infolgedessen in z-Richtung gedehnt. Dadurch erhdlt
Man €5 = €y < 0 und €., > 0 in der InAs-Schicht.

Die Verspannungen fiihren iiber die Deformationspotenziale zu einer Verschie-
bung der Bandkanten. In Abb. 6.6 ist die Valenzbandkante entlang Schnittebe-
ne B aus Abb. 6.2 dargestellt. Das inhomogene Verspannungsfeld fiihrt dazu,
dass die Valenzbandkante in der Basisebene von der Mitte zu den Réndern des
Quantenpunktes um ca. 200 meV ansteigt. Dadurch wird die Grundzustands-
wellenfunktion des Loches nach aufilen gedréingt wird (vgl. Abb. 6.6). Das
Elektron bliebt in der Mitte lokalisiert, da es aufgrund der deutlich kleineren
effektiven Masse weniger stark auf Anderungen der Leitungsbandkante reagiert.
Man beachte, dass bisher piezoelektrische Polarisationsladungen nicht beriick-
sichtigt wurden. Diese werden durch die Scherspannungen verursacht (vgl. Ab-
schnitt 4). Entsprechend unserer Verspannungsberechnungen erhélt man an den
Kanten jeweils Dipole. Diese sind in Abb. 6.7 dargestellt. Insgesamt handelt
es sich demnach um einen Oktopol, dessen Beitrag zum elektrischen Feld die
Symmetrie des Problems weiter reduziert. Dies beeinflusst die Wellenfunktionen
des Elektrons und des Loches, welche in Abb. 6.8 dargestellt sind. Der Grund-
zustand des Lochs ist nun nicht mehr symmetrisch, sondern in zwei diagonal
gegeniiberliegenden Ecken lokalisiert. Dasselbe gilt auch fiir den ersten angereg-
ten Lochzustand. Der Grundzustand des Elektrons befindet sich weiterhin in der
Mitte des Quantenpunktes. Der erste angeregte Elektronzustand ist aufgrund
der negativen Ladung in den beiden anderen Ecken lokalisiert als das Loch. Auf
die Ubergangsenergie von Elektron und Loch haben die piezoelektrischen Polari-
sationsladungen dagegen praktisch keinen Einfluss. Sie betréigt in unserem Fall
1.043 eV ohne bzw. 1.042 eV mit piezoelektrischem Feld, d.h. der Unterschied
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Abbildung 6.4: Komponenten des Verspannungstensors in der Schnittebene A
aus Abb. 6.2.
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Abbildung 6.5: Diagonalelemente des Deformationstensors entlang einer Schnitt-
linie durch die Pyramidenspitze senkrecht zur Basisebene.
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Abbildung 6.6: Valenzbandkante an der Basis des Quantenpunktes entlang
Schnittebene B aus Abb. 6.2. Das inhomogene Versapnnungsfeld fihrt zu einem
Anstieg der Valenzbandkante zu den Rdndern des Quantenpunktes hin. Dadurch
wird die Grundzustandswellenfunktion des Loches nach auflen gedrangt wird. Das
Elektron mit der deutlich kleineren effektiven Masse bliebt in der Mitte lokalisert.
Dargestellt ist jeweils eine Isofliche fir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit von

60%.
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+

Abbildung 6.7: Piezoelektrische Polarisationsladungen fiir den pyramidenformi-
gen Quantenpunkt. Dargestellt sind die Isofidchen fiir eine Ladungsdichte von
3-10% ==. Die Polarisationsladungen treten entlang der Kanten auf, da dort die
Scherspannung grofl ist. Die positiven Ladungen sind hell, die negativen dunkel

gezeichnet.

ist im Bereich von 0.1%.

Linsenférmige Quantenpunkte

Wir wollen nun den pyramidenférmigen Quantenpunkt mit einem linsenférmi-
gen vergleichen. Dieser hat eine Basisweite von 20 nm und eine Hohe von 5 nm
und besteht wieder aus reinem InAs. Die Geomtrie ist in Abb. 6.9 dargestellt.
Fiir die Koordinatenachsen und die Schnittebenen gilt die gleiche Konvention
wie in Abb. 6.2. Der wesentliche Unterschied zum pyramidenformigen Quan-
tenpunkt ist, dass die Begrenzungsflichen in wesentlich flacherem Winkel zur
InAs-Schicht verlaufen. Dies fithrt zu einem homogeneren Verspannungsfeld im
Quantenpunkt, wie in Abb. 6.10 zu erkennen ist. Die Scherspannungen ver-
schwinden in der Mitte und sind maximal an den Begrenzungsflichen, insgesamt
aber kleiner als bei der Pyramidenform. In Abb. 6.11 sind wieder die Diagonal-
Komponenten des Verzerrungstensors entlang einer Schnittlinie durch die Spitze
orthogonal zur InAs-Schicht dargestellt. Man sieht, dass die Verspannungen hier
wesentlich homogener sind als in Abb. 6.5. Insgesamt kommen sie den Verhlt-
nissen in einer InAs-Schicht deutlich nidher. Aus der Scherspannung resultieren
wieder piezoelektrische Polarisationsladungen, die nun aber kleiner und nicht so
scharf lokalisiert sind, wie in Abb. 6.12 zu sehen ist. Der Hauptunterschied
zum pyramidenformigen Quantenpunkt besteht darin, dass durch die homoge-
nere Verspannung das Valenzband innerhalb des Quantenpunkts nicht so stark
variiert und infolgedessen der Grundzustand des Loches in der Mitte des Quan-
tenpunktes lokalisiert ist (vgl. Abb. 6.13). Anders als bei der Pyramidenform hat
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Wellenfunktionen unter Beriicksichtigung
der piezoelektrischen Polarisationsladungen

Elektronen
Lécher
Grundzustand 1. angeregter 2. angeregter
Zustand Zustand

Abbildung 6.8: Wellenfunktionen der FElektronen und der Lécher fiir unseren
pyramidenformigen Quantenpunkt. Die piezoelektrischen Polarisationsladungen
bilden ein Oktopol, welcher die Symmetrie reduziert. Der Grundzustand des Lo-
ches ist nunmehr in zwei diagonal gegeniiber liegenden Ecken lokalisiert.

Abbildung 6.9: Geometrie des betrachteten linsenférmigen InAs-Quantenpunktes.
Seine Hohe betrigt 5 nm, seine Basisweite 20 nm.
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Abbildung 6.10: Komponenten des Verzerrungstensors in der Schnittebene A,
wie sie in Abb. 6.2 dargestellt ist, jedoch fiir den linsenférmigen Quantenpunkt.




6.2. Grundgeometrie der Quantenpunkte 83
0.05, %
—e€ =€
W
2
g 0.004
&
> -0.05
-0.10 .
5 0 5 10
z[nm]

Abbildung 6.11: Diagonalelemente des Deformationstensors entlang der Schnitt-
linie durch die Spitze senkrecht zur Basisebene fiir den linsenférmigen Quanten-
punkt.

Abbildung 6.12:  Piezoelektrische Polarisationsladungen fiir den linsenformi-
gen Quantenpunkt. Dargestellt sind die Isoflichen fiir eine Ladungsdichte von
1019ﬁ. Die positiven Ladungen sind hell, die negativen dunkel gezeichnet. Im
Vergleich zur Pyramide sind sie kleiner und nicht so scharf lokalisiert.
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Wellenfunktionen fiir linsenférmigen

Quantenpunkt
Elektronen
Locher
Grundzustand 1. angeregter 2. angeregter

Zustand Zustand

Abbildung 6.13: Wellenfunktionen der Elektronen und der Locher fir den lin-
senformigen Quantenpunkt. Hauptunterschied zum pyramidenformigen Quanten-
punkt ist, dass der Loch-Grundzustand in der Mitte lokalisiert ist. Der Uberlapp
zwischen Elektron- und Lochwellenfunktion ist aber Voraussetzung fir die opti-
sche Erzeugung von Exzitonen.

man hier also einen deutlichen Uberlapp zwischen der Grundzustanswellenfunk-
tion des Elektrons und des Loches. Dies ist aber Voraussetzung fiir die optische
Generation eines Elektron-Loch-Paares, wie sie im Experiment vorkommt. Allein
diese Tatsache legt den Schluss nahe, dass die gemessenen Quantenpunkte Lin-
senform haben miissen. Diese Vermutung wird gestiitzt durch AFM-Messungen
(atomic force microscop) [72], die jedoch nur an unbedeckten Quantenpunkten
durchgefiihrt werden konnen. Auch hier weisen die Quantenpunkte Linsenform
auf. Ein weiterer interessanter Aspekt fiir Anwendungen ist, inwiefern ein Di-
polmoment zwischen der positiven und negativen Ladung vorliegt. In den bisher
betrachteten Fillen, d.h. mit konstanter Indium-Konzentration innerhalb des
Quantenpunktes, ist die Lochwellenfunktion niher an der Basis und die Elektron-
wellenfunktion niiher an der Spitze lokalisert. Dies fiihrt zu einem Widerspruch
zu experimentellen Messungen, auf die im néchsten Abschnitt eingegangen wird.
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Abbildung 6.14: Die beiden betrachteten Typen von linsenférmigen Quantenpunk-
ten: Typ 1 ist sehr flach mit einem Basisdurchmesser von 30 nm, Typ 2 ist eher
schmal mit einem Basisdurchmesser von 15 nm.

Dimensionierung des gemessenen Quantenpunktes

Nachdem wir uns auf linsenfosrmige Quantenpunkte festgelegt haben, sollen im
Weiteren die konkreten geometrischen Abmessungen bestimmt werden. Wir be-
schrinken uns dabei auf die zwei Grenzfille, die in Abb. 6.14 dargestellt sind:
einen sehr flachen Quantenpunkt mit einem Basisdurchmesser von iiber 30 nm
und einen eher schmalen mit einem Basisdurchmesser von gut 15 nm. Diese
werden im Folgenden mit Typ 1 bzw. Typ 2 bezeichnet.

Konstante Indium-Konzentration

Die Quantenpunkte bestehen nicht aus reinem InAs, sondern aus einer InAs-
GaAs-Legierung, In,Ga;_,As. Zunichst wird konstante Indium-Konzentration
z innerhalb des Quantenpunktes vorausgesetzt. Die Indium-Konzentration be-
stimmt die Topftiefe und hat damit wesentlichen Einfluss auf die Ubergangsener-
gie zwischen dem Grundzustand des Elektrons und des Loches. Da die Quan-
tenpunkte recht flach sind, wird die Quantisierungsenergie des Grundzustandes
iiberwiegend durch die Hshe des Quantenpunktes bestimmt. Dies gilt besonders
fiir den Typ 1, withrend bei Typ 2 laterale Quantisierungseffekte eine merkli-
che Rolle spielen. Experimentell betriigt die Ubergangsenergie 1.08 eV bei einer
Temperatur von 200 K. Je grofler die Hohe des Quantenpunktes, umso kleiner
ist die Quantisierungsenergie und umso geringer die Indium-Konzentration, um
den vorgegebenen energetischen Abstand zu erreichen. Es wurden eine Reihe von
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Abbildung 6.15: Berechnete Stark-Verschiebung der Ubergangsenergie zwischen
dem Grundzustand des Elektrons und des Loches in Abhdngigkeit vom angelegten
elektrischen Feld. Die experimentell bestimmten Werte aus [72] sind gepunktet
eingezeichnet. Fir den flachen linenférmigen Quantenpunkt (Typ 1, links) wurde
eine Hohe von 5 nm bzw. 6 nm bei einer Indium-Konzentration von 70% bzw.
60% zugrunde gelegt, fiir den schmaleren Quantenpunkt (Typ 2, rechts) eine Hiohe
von 5 nm bzw. 6 nm bei einer Indium-Konzentration von 80% bzw. 70%.
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Rechnungen durchgefiihrt, die bei konstantem Legierungsprofil die Abhéngigkeit
der Ubergangsenergie vom angelegten elektrischen Feld zeigen. Dabei wurde fiir
den Quantenpunkt vom Typ 1 eine Hshe von 5 nm bzw. 6 nm mit einer Indium-
Konzentration von 70% bzw. 60% zugrunde gelegt. Fiir den Quantenpunkt vom
Typ 2 war entsprechend die Hohe 5 nm bzw. 6 nm bei einer Indium-Konzentration
von 80% bzw. 70%. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.15 dargestellt, die experi-
mentell bestimmten Werte von Fry et al. [72] sind gepunktet eingezeichnet. Bei
Anlegen eines elektrischen Feldes erhiilt man eine parabolische Abhéingigkeit,
die so genannte Stark-Parabel. Thre Kriimmung ist umso stérker, je hoher der
Quantenpunkt ist. Dann konnen némlich die Schwerpunkte der Elektron- und
Lochwellenfunktion durch ein elektrisches Feld stéirker gegeneinander verschoben
werden und dementsprechend grofier ist die Verschiebung der energetischen Lage.
Insgesamt kann aus der Kriimmung der gemessenen Stark-Kurve und dem Ab-
solutwert der Ubergangsenergie auf die mittlere Indium-Konzentration und die
ungefiihre Hohe des Quantenpunktes geschlossen werden. In unserem Fall betrégt
die Hohe zwischen 5 nm und 6 nm und die durchschnittliche Legierungskonzen-
tration des Indiums liegt zwischen 60% und 70% fiir Typ 1 bzw. 70% und 80%
fiir Typ 2.

Inneres Dipolmoment

Der bedeutendste Unterschied zwischen den berechneten Stark-Kurven bei kon-
stanter Indium-Konzentration und den experimentellen Werten liegt darin, dass
letztere ihren Scheitelpunkt bei einem negativen elektrischen Feld haben. Das
positive elektrische Feld am Scheitelpunkt bei den gerechneten Stark-Parabeln
erklért sich daraus, dass die Elektron-Wellenfunktion in Richtung Spitze und die
Lochwellenfunktion in Richtung Basis des Quantenpunktes verschoben ist. Dar-
aus resultiert ein inneres Dipolmoment, das durch ein positives elektrisches Feld
kompensiert werden muss, um den Scheitelpunkt der Stark-Parabel zu erreichen.
Samtliche Rechnungen mit pyramidenformigen und linsenférmigen Quantenpunk-
ten mit konstanter Indium-Konzentration fithren zu einem inneren Dipolmoment,
das im Vergleich zu den experimentellen Werten das falsche Vorzeichen hat. Die
einzige mogliche Erklirung ist, dass im Experiment das Loch niiher an der Spitze
und das Elektron niher an der Basis lokalisiert ist [72], im Unterschied zu allen
Rechnungen, die wir bisher vorgestellt haben. Man kann dies erreichen, wenn man
ein inhomogenes Legierungsprofil annimmt, bei dem die Indium-Konzentration
zur Spitze hin zunimmt. Dies wurde bereits von Fry et al. [72] vorgeschlagen.
Wir werden darauf im nichsten Abschnitt genauer eingehen.

Beim Vergleich der gerechneten Kurven fiir Typ 1 und Typ 2 in Abb. 6.15 fillt
auf, dass das innere Dipolmoment groler ist fiir den schmalen Quantenpunkt
(Typ 2) als fiir den sehr flachen (Typl), d.h. ohne &uBeres Feld sind die La-
dungsschwerpunkte der Elektron- und Lochwellenfunktion stéirker separiert. Der
Grund liegt darin, dass bei dem schmalen Quantenpunkt (Typ 2) das Verspan-
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Abbildung 6.16: Betrachtetes Legierungsprofil fir die Indium-Konzentration. Es
wird bestimmt durch die beiden Grenzwerte fir die Indium-Konzentration x;
und xo und die Hohe h des Quantenpunktes. Da die durchschnittliche Indium-
Konzentration durch die Ubergangsenergie festgelegt ist, bleiben als Parameter
noch Ax = x5 — x1 und die Héhe h.

nungsfeld inhomogener ist als bei dem sehr flachen Quantenpunkt (vergleiche die
beiden extremen Félle aus vorigem Abschnitt). Durch die Verspannungen wird
aber die Lochwellenfunktion in Richtung Basis gedringt, wie anhand der Pyra-
mide deutlich gezeigt wurde.

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass unser Quantenpunkt eine Hohe zwi-
schen 5 nm und 6 nm und eine durchschnittliche Indium-Konzentration zwischen
60% und 70% fiir Typ 1 bzw. 70% und 80% fiir Typ 2 hat. Das Legierungsprofil
muss inhomogen sein.

6.3 Inhomogenes Legierungsprofil

Einfaches lineares Legierungsprofil

Wir versuchen nun, den Scheitelpunkt der Stark-Parabel in Richtung negatives
elektrisches Feld zu verschieben, indem wir ein inhomogenes Legierungsprofil an-
nehmen, wobei die Indium-Konzentration zur Spitze hin zunehmen soll. Das Loch
mit der hoheren effektiven Masse reagiert sensibler auf diese Anderung als das
Elektron. Damit kann man also erreichen, dass das Loch néiher zur Spitze riickt
und das Elektron seine Position fast nicht veréindert. Zunichst nehmen wir an,
dass die Indium-Konzentration im Bereich des Wetting-Layers, der mit 1 nm Di-
cke angesetzt wird, konstant ist und schlieflich linear bis zur Spitze hin zunimmt.
In Abb. 6.16 ist das entsprechende Legierungsprofil dargestellt. Als Parameter
haben wir die beiden Grenzwerte fiir die Indium-Konzentration z; und x5 und
die Hohe h des Quantenpunktes. Da die durchschnittliche Indium-Konzentration
durch die Ubergangsenergie festgelegt ist, bleiben noch zwei Freiheitsgrade, die zu
variieren sind, némlich die Anderung der Legierungskonzentration Az = x5 — 2,
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Abbildung 6.17: Stark-Kurven fir beide Quantenpunkt-Typen (Typ 1 links, Typ 2
rechts). Es wurde einmal die Hohe h des Quantenpunktes und einmal der Abfall
der Legierungskonzentration Ax variiert.

und die Hohe h. Wir wollen damit im Wesentlichen die Lage des Scheitelpunktes
der Stark-Parabel und die Kriilmmung einstellen. Dazu wurden eine Reihe von
Rechnungen mit unterschiedlichen Parameter fiir unsere beiden Quantenpunkte
durchgefiihrt. In Abb. 6.17 sind einige charakteristische Beispiele dargestellt.
Betrachten wir zuniichst den Quantenpunkt vom Typ 1. Durch leichtes Ver-
groflern der Hohe wird die Kritmmung der Parabel etwas grofier. Ein steileres
Legierungsprofil schiebt den Scheitelpunkt etwas nach rechts. Ahnliches Ver-
halten kann man beim schmaleren Quantenpunkt (Typ 2) feststellen. Durch
Verringern des Abfalls der Legierungskonzentration wird der Scheitel der Stark-
Parabel in Richtung positiven elektrischen Feldes verschoben, die Kriimmung der
Parabel dagegen wenig beeinflusst. Fiir den Grenzfall einer konstanten Indium-
Konzentration liegt der Scheitelpunkt im Bereich eines positiven elektrischen Fel-
des. Verringert man nun die Hohe des Quantenpunktes, so wird die Kriimmung
etwas kleiner, ein Verhalten, das wir schon vorher festgestellt haben.

Insgesamt kann man feststellen, dass wir durch Annahme eines einfachen linearen
Legierungsprofils das richtige Vorzeichen fiir das innere Dipolmoment erhalten.
Insgesamt sind wir der experimentell gemessenen Kurve schon recht nahe gekom-
men, insbesondere fiir den Quantenpunkt vom Typ 1. Um eine noch bessere
Ubereinstimmung zu erhalten miissen jedoch noch weitere Modifikationen am
Legierungsprofil vorgenommen werden.

In-Konzentration
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Abbildung 6.18:  Abgeschnittenes lineares Legierungsprofil fir die Indium-
Konzentration. Es wird bestimmt durch die beiden Grenzwerte fir die Indium-
Konzentration x, bzw. my beim Abstand hy bzw. ho von der Basis und durch
die Hohe h des Quantenpunktes. Da die durchschnittliche Indium-Konzentration
durch die Ubergangsenerqie festgelegt ist, bleiben als Parameter noch Ax =
r1 — X2, hi, he und die Hohe h.

Abgeschnittenes lineares Legierungsprofil

Wir betrachten nun ein abgeschnittenes lineares Legierungsprofil, das in Abb.
6.18 dargestellt ist. Man hat hier insgesamt fiinf Freiheitsgrade, ndmlich z;, 3,
hi, he und h. Nach umfangreichen Rechnungen, auf die wir hier nicht niher
eingehen wollen, wurden folgende Werte fiir die zwei Quantenpunkte gefunden:
Fiir den Quantenpunkt vom Typ 1 variiert die Indium-Konzentration im Bereich
von hy = 1 nm bis hy = 4.7 nm linear zwischen x; = 0.42 und x5, = 0.84, die Hohe
betrégt ~ = 6.1 nm. Im Fall des Quantenpunkts vom Typ 2 liegt die Indium-
Konzentration zwischen x; = 0.6 und x5 = 1.0 im Bereich von h; = 1 nm bis
he = 3.5 nm, die Hohe betrégt h = 5.1 nm. Die berechneten Stark-Parabeln fiir
den Exziton-Grundzustand sind in Abb. 6.19 dargestellt, sie stimmen mit den
gemessenen Werten gut iiberein.

6.4 Optische Eigenschaften

Bisher konnten wir zeigen, dass sich die Stark-Verschiebung des Exziton-Grund-
zustands fiir beide Quantenpunkte durch entsprechende Wahl des Legierungspro-
fils theoretisch beschreiben lidsst. Im Folgenden sollen nun die optischen Eigen-
schaften des Quantenpunktes genauer untersucht werden. Da der Dunkelstrom
der Diode klein ist, wird der gemessene Strom fast vollstindig durch die optisch
erzeugten Exzitonen verursacht. Der Abfall des Fotostroms bei zunehmender
Feldstirke kann mit der Verringerung der optischen Generationsrate erklért wer-
den, welche wiederum auf den abnehmenden Uberlapp der Wellenfunktionen zu-
riickzufiihren ist. Daraus kann man experimentell auf den Verlauf der optischen
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Abbildung 6.19: Vergleich zwischen berechneten und experimentellen Stark-
Kurven. Es wurde ein Legierungsprofil gemdfs Abb. 6.18 zugrunde gelegt. Fiir
den Quantenpunkt vom Typ 1 (links) gilt: hy = 1 nm, he = 4.7 nm, 21 = 0.42,
o = 0.84, h = 6.1 nm, fir den Quantenpunkt vom Typ 2 ist: 1 = 0.6, 2 = 1.0,
hy =1 nm, hy =3.5 nm, h=5.1 nm.

Matrixelemente schliefen.

Berechnung der Interband-Matrixelemente

Die Ubergangswahrscheinlichkeit berechnen wir mit Fermis Goldener Regel. Hier
geht im Wesentlichen das Dipolmatrixelement |< f|€- pli >|* ein mit dem An-
fangszustand |¢ > und dem Endzustand |f >. € ist der Polarisationsvektor des
einfallenden Lichts, p’ der Dipoloperator. In Achtband-kp-Theorie sind die Spi-
noren gegeben durch:

8
V() =Y B ).
1=1
Dabei sind die F; (7) die Einhiillenden-Funktionen und u,; (7) die Bochfunktio-
nen. Unter der Annahme, dass die gitterperiodischen Blochfunktionen schneller
variieren als die Einhiillenden-Funktionen, ergibt sich fiir das Matrixelement [22]:

< flg-pli >= (6.1)
8 8
e < wlplum > /F;l (7) Fy,, () d*r 4+ ) Oimé - /F;l (7) pF;,, (F) d°r
Im=1 I,m=1
In unserem Experiment finden Ubergiinge vom Leitungs- ins Valenzband, al-
so Interband-Ubergiinge statt. Fiir diesen Fall verschwindet der zweite Term in
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z-Achse

Abbildung 6.20: Optisches Matrizelement fiir den Ubergang vom schweren Loch
zum Elektron als Funktion der Polarisation des eingestrahlten Lichts. Die z-
Achse entspricht der Wachstumsrichtung.

GL (6.1). Das Matrixelement héingt nun direkt vom Uberlapp der Einhiillenden-
Funktionen und den Impulsmatrixelementen der Basiszutéinde ab. Von den Im-
pulsmatrixelementen sind nur folgende sechs ungleich Null:

< sTipelr T>=<sTply T>=<sT |p:lz 1>= (6.2)
< sllpelz I>=<s||pyly I>=<s| |p:]z |>.

Experimentell ergibt sich, dass optische Anregung nur fiir Licht mit einem Po-
larisationsvektor senkrecht zur Wachstumsrichtung (z-Achse) stattfindet. Dies
kann rechnerisch exakt reproduziert werden. In Abb. 6.20 ist das optische Ma-
trixelement |< f|€- pli >| als Funktion der Polarisationsrichtung dargestellt. Es
verschwindet fiir einen Polarisationsvektor in z-Richtung und ist isotrop fiir einen
Polarisationsvektor in der (z,y)-Ebene. Dieses Resultat kann man damit er-
kldren, dass der Grundzustand den Charakter eines schweren Loches hat. Die
Eigenzustéinde des schweren Lochs lauten (vgl. Kapitel 2):

1 )
HH 1 )=l +in) ) (63)
HH | ) = —sl(x—iy) 1 (6.4)

Zusammen mit den Impulsmatrixelementenaus Gl. (6.2) folgt, dass das optische
Matrixelement fiir z-polarisiertes Licht verschwinden muss.
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Abbildung 6.21: Optische Matrizelemente |< f|€- pli >|* fiir den flachen Quan-
tenpunkt (Typl, links) und den schmalen (Typ2, rechts). Der berechnete Ver-
lauf stimmt gut mit dem Verlauf der experimentellen Ubergangswahrscheinlichkeit
iberein.

In Abb. 6.21 sind die berechneten Matrixelemente fiir beide Quantenpunkte als
Funktion des angelegten elektrischen Feldes dargestellt. Sie stimmen gut mit
den experimentellen Werten iiberein. Man beachte, dass hier nur die relative
Anderung, nicht der Absolutwert betrachtet wird. Der geometrische Uberlapp der
Loch- und Elektronwellenfunktion ist recht gro}, wie in Abb. 6.22 zu sehen ist.
Dort sind die Grundzusandswellenfunktionen ohne angelegtes Feld dargestellt.
Das Loch ist gegeniiber dem Elektron zur Spitze hin verschoben. Dies erklirt das
innere Dipolmoment, welches weiter oben diskutiert wurde.

Angeregter Exzitonzustand

Nun betrachten wir den niichst hoheren energetischen Ubergang, der experimen-
tell gemessen wurde und circa 70 meV {iiber der Energie des Grundzustandsexzi-
tons liegt. Zunsichst kommen dafiir der Ubergang vom Grundzustand des Loches
zum ersten ersten angeregten Elektronzustand oder der Ubergang vom ersten an-
geregten Lochzustand zum ersten angeregten Elektronzustand infrage. Um dies
zu entscheiden, betrachten wir wieder die optischen Matrixelemente. Es zeigt
sich, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen dem Grundzustand des Lo-
ches und dem ersten angeregten Elektronzustand praktisch verschwindet, dieser
Ubergang ist also verboten. Man kann dies einsehen, wenn man die zugeho-
rigen Wellenfunktion betrachtet (Abb. 6.23, links). Der Elektronzustand hat
negative Paritiit, der Lochzustand positive. Dadurch ist ein optischer Ubergang
zwischen beiden nicht maglich. Abgesehen davon ist der geometrische Uberlapp
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Loch

Elektron

Abbildung 6.22: Elektron- und Lochzustand fiir verschwindendes angelegtes Feld
beim schmalen Quantenpunkt (Typ 2). Das Loch ist niher an der Spitze des
Quantenpunktes, das Elektron in der Mitte lokalisiert. Dies erkldart das innere
Dipolmoment. Es sind die Isofldchen fiir eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit von
50% der mazimalen Ladungsdichte gezeichnet.

recht klein. Wir konnen also folgern, dass der niichste, energetisch hohere Uber-
gang zwischen dem angeregten Loch und dem angeregten Elektron stattfindet.
Die entsprechenden Wellenfunktionen sind in Abb. 6.23 rechts dargestellt. Die
energetische Lage der angeregten Zusténde wird iiberwiegend durch die laterale
Quantisierung bestimmt, also die Breite des Quantenpunktes. In Abb. 6.24 ist
die Stark-Verschiebung der Ubergangsenergie des angeregten Exzitonszustands
dargestellt. Fiir den sehr flachen Quantenpunkt (Typ 1) liegt die Kurve energe-
tisch unter der gemessenen, fiir den schmalen Quantenpunkt liegt sie etwas zu
hoch. Daraus folgt, dass der gemessene Quantenpunkt etwas breiter sein muss
als unser Quantenpunkt vom Typ 2. Aus der energetischen Lage des ersten an-
geregten Exzitonszustands kann man daher auf die Breite eines Quantenpunkts
schlieflen.

6.5 Exzitonische Korrektur

Bisher haben wir fiir die Ubergangsenergien die Einteilchen-Zustéinde des Quan-
tenpunktes betrachtet. Die entsprechenden Operatoren lauten:

0 P ¢
H, = + V5" 6.5
el Qmel el ( )
-2
p
HO _ __£ Vezt
hl 2mu + hi

Fiir die externen Potenziale gilt:

Ve(;zt(Fd) = Ec(Fcl)_e(P(Fel)
Vit (Fu) = Ey(f) — e® (),
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Abbildung 6.23: Die Darstellung zeigt den ersten angeregten Zustand des Flek-
trons (hell, in beiden Bildern gleich) und den Grundzustand des Loches (dunkel,
links) bzw. den ersten angeregten Zustand des Loches (dunkel, rechts) fiir den
Quantenpunkt vom Typ 2. Es sind jeweils die Isoflichen fir eine Aufethalts-
wahrscheinlichkeit von 50% der mazimalen Ladungsdichte gezeichnet.
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-200-100° 0 100 200 300 200100 0 100 200 300
Elektrisches Feld [KV/eml Elektrisches Feld [kV/eml]

Abbildung 6.24: Stark-Verschiebung des ersten angeregten Exzitonzustandes f iir
den flachen Quantenpunkt (Typ 1, links) und den schmalen (Typ 2, rechts). Je
breiter der Quantenpunkt ist, dsto gréfler ist die laterale Quantisierung und damit
die Ubergangsenergie fiir den ersten angeregten Exzitonzustand.
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mit dem elektrischen Potenzial ® und den Bandkanten E. bzw. E, (e = |e| Ele-
mentarladung). Die entsprechenden Einteilchen-Wellenfunktionen sind ¥ (7%;)
und Wy (7y):
Hglqjcl(Fel) = Egl“Ilel(Fel) (6-6)
H[f)Ll\Ijhl(Fhl) = Eglqjhl(Fhl)
Fiir das Exziton wollen wir nun im Rahmen der Hartree-Néherung zumindest

die Coulomb-Wechselwirkung mitberticksichtigen. Die Wellenfunktion wird als
Produkt von Elektron- und Lochwellenfunktion angesetzt:

Q (Fot, ™) = Yer(Ter) - Wt (7t) (6.7)

Der Hamilton-Operator lautet nun:

HEX = Hgl + H(})Ll - VCoulomb (68)
2 \Ije He 2 ‘PL HL 2
VCoulomb = c /dﬁldfhlw (69)
dmege [Pt — Tl

Die Minimierung des Energiefunktionals (Hgx ), mit der Normierung der Einteilchen-

Wellenfunktionen als Randbedingung liefert das Gleichungssystem [51]:
[Hgl - Vhl(fel)} “I}el(Fel) = /\elqjel(ﬁzl) (6-10)
HY, = V()] Yn(Fu) = A Wn()

: h(=\ _ _e S W (F)? el (= _ _—e = ey (Fer) [? :
mit V(7)) = 25 [ din - und V' (Tht) = o Jdru e, Diese

Wechselwirkungspotenziale ergeben sich aus Losung der Poissongleichung:
v (aﬁvel) T (6.11)
v (£6Vh1>

€ \‘I’hl\z

Die Exzitonenenergie erhilt man schlielich aus der selbstkonsistenten Losung
der Gleichungen (6.10) und (6.11):

1
EEX = )\el - Ahl -+ 5 (<\I/hl‘vel‘\11hl> — <\IJ61|VM‘\IJEZ>) (612)

Dabei ist noch ein Korrekturterm notig, da in den beiden Eigenwerten A, und
An die Coulombwechselwirkung doppelt gezéhlt wird und nun durch die beiden
Matrixelemente wieder abgezogen werden muss [51]. Die exzitonische Korrektur
ist also:

AEpx = E — EY, — Epx.

Die Bindung von Elektron und Loch wird durch das duflere Potenzial be-
stimmt, die Coulomb-Wechselwirkung stellt nur eine Korrektur zu den Einteilchen-
Energien dar. Die exzitonische Korrektur hiingt stark von der Dimension des
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Abbildung 6.25: FEzxzitonische Korrektur fir einen idealisierten wiirfelformigen
Quantenpunkt mit unendlich hohen Potenzialwinden. Es ergibt sich eine %—
Abhdingigkeit, wie sie aufgrund der Coulomb- Weschselwirkung zu erwarten ist.

Quantenpunktes und der Tiefe des Potenzialtopfes ab. In Abb. 6.25 ist die
exzitonische Korrektur fiir einen idealisierten Wiirfel mit mit unendlich hohen
Potenzialwéinden als Funktion der Kantenlinge dargestellt. Es ergibt sich ein
%—Abfall, der von der Coulomb-Wechselwirkung herriihrt. Fiir unsere beiden
Quantenpunkte erhilt man einen Wert von 12 meV. Sie liegt demzufolge bei einer
Grofenordnung von circa einem Prozent der Grundzustandsenergie des Exzitons.

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt ging es darum, aus experimentellen Messungen an iiber-
wachsenen InGaAs-Quantenpunkten auf die Grofle und Form zu schliefien. Als
Grundgeometrie legen wir dabei linsenformige Quantenpunkte zugrunde. Diese
Annahme wird durch experimentelle Befunde an freien Quantenpunkten gestiitzt.
Die gemessene Stark-Verschiebung ergibt, dass ohne dufleres Feld der Ladungs-
schwerpunkt des Loches niher an der Spitze als der des Elektrons lokalisiert
ist. Dies lisst sich theoretisch nur erkléiren, wenn man ein inhomogenes Legie-
rungsprofil fiir die Indium-Konzentration annimmt, wobei der Indium-Gehalt zur
Spitze hin auf 100% zunimmt. Zur weiteren Eingrenzung der Geometrie muss
man die Stark-Verschiebung des ersten angeregten Exzitonzustands heranziehen.
Der energetische Abstand zur Grundzustandsenergie wird im Wesentlichen durch
die laterale Quantisierung, also die Breite des Quantenpunktes, bestimmt. In un-
seren Rechnungen haben wir Einteilchen-Zustéinde betrachtet. Die exzitonische
Korrektur liegt im Bereich von einem Prozent der Ubergangsenergie.
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6.6 Simulation von Quantenpunkten mit Ma-
gnetfeld

Bisher wurden die optischen Eigenschaften von Quantenpunkten in Abhéngigkeit
von #ufleren elektrischen Feldern ausfiihrlich untersucht. Nun wollen wir das
Verhalten in Magnetfeldern niher betrachten. Dabei legen wir experimentelle
Ergebnisse von I. E. Ttskevich et al. [77] zugrunde. In unserem Modell haben wir
bisher Magnetfelder in Einband-Néherung implementiert, der Hamilton-Operator
lautet (vgl. 2.75) mit dem Vektorpotenzial A, dem Magnetfeld B, der effektiven
Masse meys, dem Bohr-Magneton jip und dem effektiven g-Faktor gesy:

1
Meysy(7)

H= (94l A) (9 + L A69) + Lgussin

Wihrend sich die diamagnetische Verschiebung direkt aus der Simulation ergibt,
muss der g-Faktor g.;; als Parameter vorgegeben werden.

Experiment

Die Messungen in Ref. [77] wurden an InAs-Quantenpunkten durchgefiihrt, die
im Stranski-Krastanov-Modus auf GaAs-Substrat in [001]-Richtung gewachsen
wurden. Da iiber ihre Grofle und Form nichts bekannt ist, nehmen wir in den
folgenden Rechnungen die Form eines Semi-Ellipsoids mit einem Basisdurchmes-
ser L und einer Hohe H an. Experimentell wurde die optische Ubergangsenergie
zwischen dem Loch- und Elektrongrundzustand in Abhéingigkeit vom #duferen
Magnetfeld im Bereich von 0 T bis 23 T bestimmt. Das Feld war dabei einmal
in [001]- und einmal in [100]-Richtung orientiert.

Die experimentellen Messdaten zeigen, dass die Anderung der Exzitonenener-
gie proportional zum Quadrat der Magnetfeldstéiirke ist. Diese Abhéngigkeit ist
typisch fiir die diamagnetische Verschiebung [32]. Man kann daher annehmen,
dass in unserem Fall die Zeemann-Aufspaltung gegeniiber der diamagnetischen
Verschiebung vernachléssigbar ist. In der Tat zeigen andere Messungen, dass in
InAs-Quantenpunkten der g-Faktor deutlich kleiner ist als im Volumenhalbleiter.
Bei den in Ref. [78] untersuchten Quantenpunkten betréigt er z.B. -0.8 fiir Elek-
tron und Loch zusammen im Vergleich zu -15.6 im InAs-Volumenhalbleiter.
Experimentell ist nur die gesamte Aufspaltung messbar. Gerade deshalb ist es
wichtig, Aussagen iiber die diamagnetische Verschiebung in Abhingigkeit von der
Grofle, Form und Indium-Konzentration zu treffen. Dann kénnen aus den Rech-
nungen und den experimentellen Ergebnissen Riickschliisse auf den betreffenden
g-Faktor gezogen werden.
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Diamagnetische Verschiebung in Quantenpunkten

Wir wollen im Folgenden Simulationsergebnisse fiir die diamagnetische Verschie-
bung an InAs-Quantenpunkten mit Wachstumsrichtung [001] vorstellen, wobei
das Magnetfeld in [001]- und in [100]-Richtung angelegt wurde. Als Grundgeome-
trie legen wir ein Semi-Ellipsoid mit einem Basisdurchmesser L und einer Hohe H
zugrunde. Zunéchst nehmen wir aulerdem eine konstante Indium-Konzentration
an, welche sich bei gegebener Hohe H und Linge L aus der Ubergangsenergie
ergibt.

Variation der Héhe H

Die diamagnetische Verschiebung des Elektron- bzw. Lochgrundzustands kann
man schreiben als [77]:

Hier ist m* die effektive Masse, B das angelegte Magnetfeld, v ein geometri-
scher Formfaktor und /(x?) ist ein Maf fiir die Ausdehnung der Wellenfunktion
in der Ebene senkrecht zum magnetischen Feld. Deshalb erwartet man folgen-
des Verhalten: Die Energieverschiebung wird umso grofler sein, je grofler der
Quantenpunkt in der Ebene senkrecht zum magnetischen Feld ist. Auflerdem
ist die Energieverschiebung proportional zum Quadrat des magnetischen Feldes.
In Abb. 6.26 sind die Simulationsergebnisse fiir eine Quantenpunkt mit einem
Basisdurchmesser L = 20 nm fiir verschiedene Hshen dargestellt, wobei das Ma-
gnetfeld in [100]-Richtung angelegt wurde. Da die Exzitonenergie fiir verschwin-
dendes Magnetfeld 1.255 eV betréigt, erhilt man fiir die Hohe H = 4 nm eine
Indium-Konzentration von xp,, =80%, fiir H = 5 nm x5, =70% und fiir H = 6 nm
xr, =65%. Wie erwartet nimmt die Energieverschiebung mit der Hohe zu und hat
eine quadratische Abhingigkeit von der Magnetfeldstérke. Hat das Magnetfeld
dagegen [001]-Richtung, so ist die Energieverschiebung praktisch unabhéingig von
der Hohe des Quantenpunktes, sie variiert fiir Hshen von 4 nm bis 6 nm nur um
circa 5%. Dies liegt daran, dass die Ausdehnung der Wellenfunktion in lateraler
Richtung nur wenig von der Hohe des Quantenpunktes beeinflusst wird.

Variation des Basisdurchmessers L

Variiert man nun die Basislénge L, so erhilt man genau umgekehrte Verhéltnisse.
Die Energieverschiebung hiingt fiir ein Magnetfeld in [100]-Richtung praktisch
nicht von der Basislinge ab. Die Resultate mit Magnetfeld in [001]-Richtung
sind in Abb. 6.27 fiir verschiedene Basisdurchmesser L und eine Hohe von 5
nm dargestellt. Wie erwartet nimmt die Energieverschiebung mit zunehmender
Basislinge L zu. Die Indium-Konzentration zj, betrigt jeweils 55%, 70% und
85% fiir eine Basislédnge von 30 nm, 20 nm bzw. 10 nm.
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Abbildung 6.26:  Diamagnetische Energieverschiebung fiir einen Quanten-
punkt mit Basisdurchmesser 20 nm und verschiedenen Hohen H. Die Indium-
Konzentration xr, betrigt 80% fir H =4 nm, 70% fir H =5 nm und 65% fir
H=6.
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Abbildung 6.27: Diamagnetische Energieverschiebung fir einen Quantenpunkt
mit Hohe 5 nm und verschiedenen Basislingen L. Die Indium-Konzentration xp,
betrigt jeweils 55%, 70% und 85% fiir eine Basislinge von 30 nm, 20 nm bzw.
10 nm.
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Abhingigkeit vom Legierungsprofil

Schliefllich kann man noch die Abhingigkeit der diamagnetischen Verschiebung
von der Form des Legierungsprofils untersuchen. Dazu wéhlen wir eine Quanten-
punkt mit Hohe H = 6 nm und Basisdurchmesser L = 10 nm. Dabei war die
Indium-Konzentration einmal konstant (zj, = 70%, Fall A), einmal variierte es
linear von der Basis zur Spitze von 70% bis 90% (Fall B) und schlieflich genau
umgekehrt von 90% bis 70% (Fall C). Fiir ein Magnetfeld in [001]-Richtung ergibt
sich bei einer Feldstéirke von B = 20 T eine Energieverschiebung von 3.61 meV
(Fall A), 3.16 meV (Fall B) und 4.18 meV (Fall C). Man kann dies folgender-
maflen plausibel machen. Fiir zur Spitze hin zunehmende Indium-Konzentration
sind Elektron und Loch niher an der Spitze lokalisiert. Da die laterale Breite des
Quantenpunktes zur Spitze hin abnimmt, ’sehen’ sie daher eine geringere laterale
Breite. Infolgedessen nimmt die Energieverschiebung durch das Magnetfeld ab.

Zusammenfassung

In Abb. 6.28 wird die simulierte diamagnetische Verschiebung fiir ein Magnet-
feld in [001]- bzw. [100]-Richtung mit den experimentellen Daten verglichen.
Dabei wurde die Hohe als H=6 nm und der Basisdurchmesser als L=11 nm an-
genommen. Unter der Annahme, dass die Zeemann-Verschiebung eine unter-
geordnete Rolle spielt, kann man somit aus den Magnetfeldmessungen auf die
ungefihre Grofie der Quantenpunkte schlieffen. Weitergehende Aussagen, z.B.
iiber das Legierungsprofil, sind dagegen nicht moglich. In Ref. [78] wurde fiir
InAs-Quantenpunkte der effektive g-Faktor experimentell bestimmt. Fiir das Ma-
gnetfeld in [001]-Richtung betrigt er -0.8. Daraus erhélt man fiir eine Feldstéirke
von B = 20 T eine paramagnetische Verschiebung von circa 0.5 meV. Diese ist
tatséichich klein gegeniiber der diamagnetischen Verschiebung von knapp 4 meV.
Anders verhilt es sich bei Magnetfeldrichtung in [100]-Richtung. Hier ist der
g-Faktor abhiéingig von der Feldstérke und kann fiir B=10 T Werte bis zu -0.9
erreichen [78]. Dann ist aber die paramagnetische Verschiebung von derselben
Grofenordnung wie die berechnete diamagnetische Verschiebung. Deshalb ist
im Rahmen unseres Modells fiir eine Orientierung des Magnetfeldes in (100)-
Richtung keine konkrete Aussage moglich.
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Abbildung 6.28: Vergleich der Messergebnisse aus Ref. [78] mit der berechneten
diamagnetischen Veschiebung. Die experimentellen Werte sind durch die Quadra-
te bezeichnet (offene Quadrate fiir Magnetfeld in (001)-Richtung und ausgefiillte
Quadrate in (100)-Richtung). Fir die Rechnung wurde ein Quantenpunkt mit
Hohe H=6 nm und Basisdurchmesser L=11 nm mit einer Indium-Konzentration
von 75% zugrunde gelegt.




Kapitel 7

Weitere Anwendungen

7.1 Nano-MOSFET

Die fortschreitende Miniaturisierung in der Halbleitertechnologie stellt die Ent-
wicklung von Silizium-Transistoren vor zunehmende Probleme. Insbesondere fiih-
ren Kurzkanaleffekte in gewthnlichen Si-MOSFETSs (Metal-Oxide-Semiconductor-
Field-Effect-Transistor) mit Gateléingen unter 100 nm zu erheblichen Beeintréich-
tigungen im elektronischen Verhalten. Vor diesem Hintergrund stellt der Double-
Gate-MOSFET ein vielversprechendes Konzept fiir einen MOS-Transistor mit
Gateldngen bis zu 20 nm dar [74][75]. Die Grundidee besteht darin, den Kanal
moglichst gut zu kontrollieren, indem man die Kanalbreite moglichst klein wihlt
und an beiden Seiten einen Gatekontakt vorsieht. Dadurch kénnen Kurzkanalef-
fekte unterdriickt werden, zudem ergibt sich ein hoherer Strom als bei nur einem
Gate[74]. Aufgrund der geringen Kanalbreite von weniger als 10 nm diirfen quan-
tenmechanische Effekte dagegen nicht mehr vernachléssigt werden. In diesem Ka-
pitel wird untersucht, inwiefern quantenmechanische Effekte das Schaltverhalten
eines Double-Gate-MOSFETSs beeintriichtigen und dabei insbesondere auf Kurz-
kanaleffekte eingegangen. Anschliefend vergleichen wir die Eigenschaften mit
denen eines Single-Gate-MOSFETSs. Die Simulationsergebnisse sind im Rahmen
einer Kooperation mit der Forschungsabteilung der Firma Infineon Technologies
entstanden.

7.1.1 Double-Gate-MOSFET
Struktur

In Abb. 7.1 ist der Aufbau des betrachteten Transistors skizziert. Er besteht
aus einem Siliziumstreifen von 120 nm Linge und 9 nm Breite. An beiden En-
den befinden sich ohmsche Kontakte mit stark n-dotierten Kontaktregionen von
ca. 40 nm Ausdehnung. Das zugehorige Dotierprofil ist ebenfalls in Abb. 7.1
dargestellt. Da das elektrische Verhalten im Wesentlichen durch die Kanalregion
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Abbildung 7.1: Geometrie des betrachteten Double-Gate-MOSFETs. Der Kanal
besteht aus Silizium mit stark n-dotieten Kontaktregionen. Die Gatekontakte be-
stehen aus Aluminium. Das Dotierprofil ist logarithmisch gezeichnet und fallt im
Gatebereich stark ab.
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unter dem Gatekontakt bestimmt wird, méchte man dort eine méglichst geringe
Dotierung haben, da sich z.B. bei einem Kanalquerschnitt von 9 nmx9 nm, ei-
ner Kanallinge von 40 nm und einer Dotierkonzentration von Np = 10'® e/cm3
nur etwa vier Dotieratome in der Kanalregion befinden, welche statistisch verteilt
sind und daher von Bauelement zu Bauelement zu fluktuierenden Schwellenspan-
nungen fithren. Da ein scharfes Dotierprofil nur schwer erzielbar ist, wird nur bis
einen Abstand von 10 nm vor die Gate-Region dotiert, woraus sich das angege-
bene Profil ergibt. Dies hat jedoch den Nachteil, dass in den Gebieten zwischen
Source und Gate bzw. Gate und Drain die Dotierkonzentration abnimmt, was zu
einem seriellen Widerstand fiihrt. Insgesamt ist der erreichbare Strom dann nur
etwa halb so grofl wie bei einer konstanten Dotierung bis zum Gatebereich.

Elektronendichte im Kanal

Anhand der Abbildungen 7.2-7.4, welche jeweils fiir unterschiedliche Gate-Span-
nungen einen Querschnitt durch den Kanal darstellen, kann die Wirkung des
Transistors studiert werden. Bei einer Gate-Spannung von -0.3 V (Abb. 7.2) ist
der Kanal geschlossen, die Leitungsbandkante liegt 150 meV iiber der Fermiener-
gie und die Elektronendichte ist sehr gering. Bei quantenmechanischer Rechnung
ist die Dichte kleiner als bei klassischer Rechnung und sie fillt am Heteroiibergang
zum Oxid auf Null ab, da die Wellenfunktionen nur sehr wenig in die Barriere
eindringen konnen. Dies macht plausibel, dass der quantenmechanisch berechne-
te Strom kleiner ist als der klassisch berechnete. Die Schwellenspannung liegt bei
etwa —0.1V, dann beginnt sich der Kanal zu 6ffnen. Bei einer Gate-Spannung von
0.1 V (Abb. 7.3) liegt das Leitungsband in den Grenzregionen zum Oxid bereits
etwas unterhalb der Fermienergie, die Dichten erreichen Werte der Grofienord-
nung 10* e/cm?®. Bei klassischer Rechnung ist dabei die Elektronendichte in der
Kanalmitte klein und nimmt nach auflen hin stark zu, withrend sie bei quanten-
mechanischer Rechnung mehr in der Mitte lokalisiert ist. Dabei ist zu beachten,
dass das Dichteprofil im Wesentlichen durch das unterste Subband geprigt ist.
Bei diesem ist die effektive Elektronmasse mit 0.9my relativ hoch, so dass die
Wellenfunktionen zum Teil in den Potenzialmulden zum Oxid hin lokalisiert sind.
Man erhilt damit zwei Dichtemaxima. Diese Effekte sind bei vollsténdig offenem
Kanal noch deutlicher ausgepréigt (Abb. 7.4). Insgesamt ist die integrierte quan-
tenmechanische Dichte aufgrund der zusétzlichen Quantisierungsenergie in allen
Fillen kleiner als die klassische, so dass der quantenmechanische Strom ebenfalls
kleiner ist.

Kennlinien

Die Ausgangskennlinie (d.h.Gate-Spannung konstant, Drain-Spannung wird vari-
iert) ist in Abb. 7.5 fiir klassische und quantenmechanische Rechnung bei unter-
schiedlichen Gate-Spannungen dargestellt. Insgesamt kann man festhalten, dass
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Abbildung 7.2: Klassische und quantenmechanische Dichte bei gechlossenem Ka-
nal. Die Gate-Spannung betragt -0.3V.
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Abbildung 7.3: Klassische und quantenmechanische Dichte bei leicht gedffnetem
Kanal. Die Gate-Spannung betragt 0.1V.
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Abbildung 7.4: Klassische und quantenmechanische Dichte bei offenem Kanal.
Die Gate-Spannung betrigt 0.4V.
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Abbildung 7.5: Ausgangskennlinie (Gate-Spannung konstant, Drain-Spannung
wird variiert) fir den Double-Gate-MOSFET mit Kanalbreite von 9 nm und Gate-
Linge von 40 nm. Der quantenmechanische Strom (gestrichelt) ist circa 30%
kleiner als der klassische (durchgezogen,).
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der quantenmechanisch berechnete Strom etwa 30% kleiner ist als der klassisch
berechnete. Als Modell fiir die Beweglichkeit wurde folgender Zusammenhang
verwendet:

Hn,D
1+ (ND/Nn,Tef)an

= Moy ,E0
.U’T,(E) = - \E Kn11/Kn
[1 + (un,EOK,L) ]

Dabei gilt: f1,, i = 55.2 Vs/em?, Ny,ep = 1.072 x 10'7 em™, p, , = 1374
Vs/em?, o, = 0.73 v, s = 1.03 x 107 em/s und &,, = 2.0. E ist das elektrische
Feld.

Pn,po(ND) =ty min +

Zweidimensionaler Verlauf des Potenzials und des Ferminiveaus

In den Abbildungen 7.6 und 7.7 sind der Bandkantenverlauf und das Quasi-
Ferminiveau der Elektronen fiir eine Gate-Spannung von 0.4V und eine Drain-
Spannung von 0.2V dargestellt. Da, wie oben erwéhnt, die Dotierung nicht ganz
bis zur Gate-Region reicht, bildet sich in den Bereichen zwischen Gate und Drain
bzw. Gate und Source eine leichte Barriere aus, an der die Dichte kleiner ist als im
Kanalbereich am Gate. Dort fillt daher das Quasi-Ferminiveau stark ab. Wie in
Kapitel 3 beschrieben, 16sen wir die Schrodingergleichung und die Transportglei-
chung im gesamten Bauelement, also auch im Oxid. Da die quantenmechanische
Dichte im Oxid sehr klein ist, hat das Quasi-Ferminiveau dort einen starken Gra-
dienten.

Eine Auswahl von Wellenfunktionen ist in Abb. 7.8 dargestellt. Man sieht, dass
diese Wellenfunktionen den sog. Airy-Funktionen sehr dhneln. Diese erhiilt man
durch Losen der Schrodingergleichung in einem schriigen Potenzial. Da alle Eigen-
funktionen orthogonal zueinander sein miissen, hat der linke Wellenberg immer
den grofiten Wert.

Transferkennlinien

Entscheidend fiir das An- und Abschalten des Transistors ist die Transferkennli-
nie, welche fiir den Double-Gate-MOSFET in Abb. 7.9 fiir klassische und quan-
tenmechanische Rechnung dargestellt ist. Die quantenmechanische Kurve hat die
gleiche Steilheit wie die klassische, sie ist nur um circa 25 mV nach rechts, d.h. zu
hoheren Gate-Spannungen hin, verschoben. Konkret bedeutet dies, dass das An-
und Abschaltverhalten des Transistors sich durch quantenmechanische Effekte
nicht veréindert, aber die Einsatzspannung etwas zunimmt. Die Transferkennli-
nie weist fiir den klassischen und den quantenmechanischen Fall eine Steilheit von
60 mV/Dekade auf. In Abb. 7.10 sind die entsprechenden Kennlinien fiir einen
Double-Gate-MOSFET mit einer Kanalbreite von 3 nm statt 9 nm, dargestellt.
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Abbildung 7.6: Leitungsbandkante bei einer Drain-Spannung von 0.2 V und einer
Gate-Spannung von 0.4 V.

Abbildung 7.7: Verlauf des Quasi-Ferminiveaus bei quantenmechanischer Rech-
nung fir eine Drain-Spannung von 0.2 'V und eine Gate-Spannung von 0.4 V.
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Abbildung 7.8: Die Grafik stellt den Bandkantenverlauf im Gate- bis Drainbereich
dar, sowie eine Auswahl der Wellenfunktionen in diesem Bereich.
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Abbildung 7.9: Transferkennlinie fiir einen Double-Gate-MOSFET mit einer Ka-
nalbreite von 9 nm bei klassischer (gestrichelt) und quantenmechanischer (durch-
gezeichnet) Rechnung. Die quantenmechanische Kennlinie hat dieselbe Steigung,
ihre Einsatzspannung ist 20 mV grofler.

Jetzt ist die Einsatzspannung schon um 80 mV nach oben verschoben, d.h. die
Anderung ist umso groBer, je kleiner die Kanalbreite ist. Man kann sich dieses
Verhalten folgendermaflen vorstellen: Je schmaler der Silizium-Kanal, desto gro-
Ber ist die Quantisierungsenergie fiir die Elektron-Wellenfunktionen in lateraler
Richtung. Dies fiihrt zu einer hoheren energetischen Barriere, die die Elektronen
iiberwinden miissen. Schaltet man den Transistor in den Durchlassbereich, so
muss man eine um die Quantisierungsenergie hthere Gate-Spannung anlegen, um
die Barriere abzubauen, die Transfer-Kennlinie verschiebt sich entsprechend nach
rechts. Entsprechend der Quantisierungsenergien in einem Quantentopf wiirde
man eine 1/w2-Abhéngigkeit der Verschiebung der Einsatzspannung erwarten,
wobei w die Kanalbreite darstellt. In Abb. 7.11 ist die Grundzustandsenergie in
einem Quantentopf als Funktion der Topfbreite dargestellt (gestrichelt) bei einer
effektiven Masse von m = 0.56mg. Wie in Abb. 7.11 zu erkennen ist, éndert sich
die Verschiebung der Einsatzspannung mit der Kanalbreite aber nicht so stark
wie obiges Modell vorhersagt. Der Grund liegt darin, dass beim Schlieflen des
Kanals die Leitungsbandkanten zum Oxid hin ansteigen und in der Kanalmitte
eine Mulde bilden. Dies wurde vorher in Zusammenhang mit Abb. 7.2 diskutiert.
Verbreitert man nun den Kanal, so nimmt die Topfbreite nicht in gleichem Mafle
zu, die Barrierenhshe durch die Quantisierungsenergie folgt demnach nicht einem
1/w2-Gesetz (w Kanalbreite).
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Abbildung 7.10: Transferkennlinie fiir einen Double-Gate-MOSFET mit einer
Kanalbreite von 3 nm bei klassischer (gestrichelt) und quantenmechanischer
(durchgezeichnet) Rechnung. Die quantenmechanische Kennlinie hat dieselbe
Steigunyg, ihre Finsatzspannung ist 80 mV grofSer.
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Abbildung 7.11: Verschiebung der Einsatzspannung des Double-Gate-MOSFETs
bei Vergleich zwischen klassischer und quantenmechanischer Rechnung fiir ver-
schiedene Kanalbreiten. Im Vergleich dazu (gestrichelt) die Quantisierungsener-
gie des Grundzustands in einem Quantentopf als Funktion der Topfbreite (effek-
tive Masse m = 0.56my ).
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Abbildung 7.12: Transferkennlinie (quantenmechanisch) fiir einen Double-Gate-
MOSFET mit 9 nm Kanalbreite und einer Gate-Linge von 40 nm (gestrichelt)
bzw. 20 nm (durchgezogen). F iir die kiirzere Gate-Linge erqibt sich ein schlech-
teres Abschaltverhalten.

Kurzkanaleffekte

Im Folgenden soll die Abhéingigkeit der Transferkennlinie von der Gate-Linge
untersucht werden. Wie in Abb. 7.12 zu sehen ist, fithrt eine kiirzere Gate-Linge
von 20 nm statt 40 nm zu einem schlechteren Abschaltverhalten. Im Bereich
unterhalb der Schwellenspannung ist der Strom bei kiirzerem Gate hsher. Man
kann sich diesen so genannten Kurzkanaleffekt folgendermafien vorstellen. Je
kiirzer der Kanal ist, umso stérker beeinflusst die Drain-Spannung den Poten-
zialverlauf in der Kanalregion. Im abgeschalteten Zustand bedeutet dies, dass
die Barriere im Gate-Bereich stdrker abgesenkt wird. Dieser Effekt wird auch
mit dem Kiirzel DIBL (Drain Induced Barrier Lowering) bezeichnet. In Abb.
7.13 ist die Schwellenspannung in Abhéngigkeit von der Gate-Lénge dargestellt.
Die quantenmechanisch berechnete Schwellenspannung zeigt dabei dasselbe Ver-
halten wie die klassisch berechnete, d.h. sie ist fiir alle Gate-Léngen um circa
25 meV grofer aufgrund der lateralen Quantisierung, wie oben bereits diskutiert
wurde. Fiir eine Kanalbreite von 3 nm ist die Anderung der Schwellenspannung
mit der Gate-Lénge geringer, der Unterschied zwischen quantenmechanisch und
klassisch berechneter Schwellenspannung betréigt nun 80 meV. Insgesamt kann
man folgern, dass die Kurzkanaleffekte bei quantenmechanischer und klassischer
Rechnung in etwa vergleichbare Auswirkungen haben.
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Abbildung 7.13: Vergleich der Schwellenspannung des Double-Gate-MOSFETs
bei klassischer (durchgezogen) und quantenmechanischer (gestrichelt) Rechnung
als Funktion der Gate-Linge. Fiir eine Kanalbreite von 3 nm ist die Abhdngigkeit
von der Gate-Lange geringer als fiir eine Kanalbreite von 9 nm.
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Abbildung 7.14: Der betrachtete Single-Gate-MOSFET hat im Prinzip die gleiche
Geometrie wie der Double-Gate-MOSFET mit dem Unterschied, dass der Riick-
kontakt durch eine 30 nm dicke Oxidschicht vom Silizium-Kanal getrennt ist. Der
Riickkontakt liegt auf Erde. Gesteuert wird der Kanal damit nur durch das Gate.

7.1.2 Vergleich mit Single-Gate-MOSFET

Im Folgenden sollen die Resultate fiir den Double-Gate-MOSFET kurz mit Er-
gebnissen fiir einen Single-Gate-MOSFET verglichen werden. Wir nehmen dazu
eine identische Geometrie an, das zweite Gate ist jedoch durch eine 30 nm dicke
Oxidschicht vom Silizium-Kanal getrennt, so dass der Kanal nur durch das Gate
vorne gesteuert wird. Der Riickkontakt ist geerdet (Abb. 7.14). Diese Struk-
tur entspricht einem Single-Gate-MOSFET auf SOI-Basis (Silicon On Insulator).
Die Transferkennlinie fiir eine Drain-Spannung von 0.2 V ist in Abb. 7.15 dar-
gestellt. Einen wesentlichen Unterschied zum Double-Gate-MOSFET stellt das
deutlich schlechtere Schaltverhalten dar. Wihrend der Double-Gate-MOSFET ei-
ne Steilheit der Ausgangskennlinie von 60 mV /Dekade aufweist, betréigt sie beim
SOI-Transistor nur 100 mV/Dekade. Beim Vergleich der klassischen und der
quantenmechanischen Transferkennlinie sicht man auflerdem, dass die Steilheit
der klassischen Kurve (90 mV/Dekade) besser ist als die Steilheit der quanten-
mechanischen (100 mV/Dekade). Daraus folgt, dass der Single-Gate-MOSFET
aufgrund quantenmechanischer Effekte schlechter steuerbar wird.

Betrachtet man die Transferkennlinie fiir eine Kanalbreite von 3 nm (Abb.
7.16), so erhilt man hier dhnliche Verhéltnisse wie beim Double-Gate-MOSFET.
Die quantenmechanische Kennlinie ist wieder aufgrund der lateralen Quantisie-
rung um circa 80 mV gegeniiber der klassischen verschoben, die Steilheit betréigt
in beiden Fillen 60 mV/Dekade im Bereich unterhalb der Schwellenspannung,.
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Abbildung 7.15: Single-Gate-MOSFET mit einer Kanalbreite von 9 nm bei klas-
sischer (gestrichelt) und quantenmechanischer (durchgezeichnet) Rechnung. Die
quantenmechanische Kennlinie hat hat eine geringere Steigung als die klassische.
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Abbildung 7.16: Single-Gate-MOSFET mit einer Kanalbreite von 3 nm bei klas-
sischer (gestrichelt) und quantenmechanischer (durchgezeichnet) Rechnung. Die
quantenmechanische Kennlinie hat dieselbe Steigung, ihre Finsatzspannung ist 80
mV grofier
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Abbildung 7.17: Transferkennlinie (quantenmechanisch) fir einen Single-Gate-
MOSFET mit 9 nm Kanalbreite und einer Gate-Linge von 40 nm (gestrichelt)
bzw. 20 nm (durchgezogen). Fiir die kiirzere Gate-Linge ergibt sich ein deutlich
schlechteres Abschaltverhalten.
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Abbildung 7.18: Vergleich der Schwellenspannung des Single-Gate-MOSFETs bei
klassischer (durchgezogen) und quantenmechanischer (gestrichelt) Rechnung als
Funktion der Gate-Linge. Fir eine Kanalbreite von 3 nm ist die Abhdngigkeit
von der Gate-Linge geringer als fir eine Kanalbreite von 9 nm.
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Der Grund liegt darin, dass das einzelne Gate den Kanal umso besser beinflussen
kann, je grofler die Gate-Linge im Vergleich zur Kanalbreite ist. Dementspre-
chend erwarten wir, dass Kurzkanaleffekte fiir den Single-Gate-MOSFET mit
Kanalbreite 9 nm besonders stark ausgepriigt sind. In der Tat verschlechtert die
Reduzierung der Gate-Linge auf 20 nm das Abschaltverhalten drastisch, wie in
Abb. 7.17 deutlich zu sehen ist. Fiir kleinere Kanalbreiten sind die Kurzka-
naleffekte dagegen wieder schwicher ausgeprigt. In Abb. 7.18 sind wieder die
Schwellenspannungen als Funktion der Gate-Léngen dargestellt.

7.1.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Simulationsergebnisse von zweidimensionalen Tran-
sistorstrukturen vorgestellt. Dabei ging es uns vor allem um die Unterschie-
de zwischen klassischer und quantenmechanischer Simulation. Insgesamt bleibt
festzuhalten, dass bei quantenmechanischer Rechnung sowohl bei Double-Gate-
MOSFETSs als auch bei Single-Gate-MOSFETSs der quantenmechanische Strom
kleiner ist als der klassische. Wihrend sich bei Double-Gate-MOSFETSs die Ein-
Ausschaltcharakteristik durch quantenmechanische Effekte nicht veréndert, ist
bei Single-Gate-MOSFETS eine Verschlechterung festzustellen. Kurzkanaleffekte
liegen bei klassischer und quantenmechanischer Rechnung in derselben Grofien-
ordnung. Sie sind umso stérker ausgeprigt, je kiirzer die Gate-Lénge im Vergleich
zur Kanalbreite wird. Dann kann der Kanal immer schlechter durch das Gate
kontrolliert werden.
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7.2 Si/SiGe-Quantenkaskaden-Strukturen

Die Mikroelektronik wird heute durch Silizium klar dominiert. Deshalb gibt es
intensive Bemiihungen, Lichtemitter auf Siliziumbasis zu finden, um optische und
elektronische Komponenten auf einem Chip integrieren zu kénnen. Das grofite
Hindernis fiir auf Silizium basierende Lichtemitter ist die indirekte Bandliicke
in Silizium. Dies spielt jedoch in unipolaren Lasern wie z.B. Quantenkaskaden-
Lasern keine Rolle, da die strahlenden Ubergiinge zwischen Subbéndern desselben
Bandes stattfinden. Dadurch ersffnet sich die Moglichkeit, Quantenkaskaden-
Strukturen in Silizium/Germanium-Technologie zu realisieren. Bei pseudomor-
phem Wachstum von Si/SiGe-Strukturen auf einem Silizium-Substrat tritt der
Bandkantensprung in erster Linie im Valenzband auf. Dann muss - anders als
bei Quantenkaskaden-Lasern mit (3)-(5)-Halbleitern - die Kaskaden-Struktur im
Valenzband auf Locherbasis vorgesehen werden. Fiir derartige Strukturen wurde
kiirzlich Elektrolumineszenz gemessen [62].

Um Lasertétigkeit zu realisieren, ist es notwendig, Besetzungsinversion zwischen
den beteiligten Zustéinden zu erreichen. Dazu muss man die Streuzeiten und
Streukaniile, mit denen die Zustéinde entvolkert werden, kennen. Als Streume-
chanismen kommen strahlende und nichtstrahlende Ubergiinge in Betracht. Als
nichtradiativer Mechanismus dominiert in den von uns betrachteten Strukturen
die Emission optischer Phononen aufgrund der Deformationspotenzial-Streuung.
In Quantenkaskaden-Strukturen muss sich zwischen den aktiven Regionen ein
Miniband ausbilden, iiber welches die Locher die aktive Zone verlassen kénnen.

Intersubband-Elektrolumineszenz in Si/SiGe-Quantenkaskaden-
Strukturen

Als ersten Schritt in Richtung Si/SiGe-Laser haben wir Si/SiGe-Quantenkaskaden-
Strukturen entworfen, an denen vertikale radiative Ubergiinge vom zweiten schwere-
Loch-Subband (HH1 , engl. heavy hole) zum ersten schwere-Loch-Subband (HH2)
gemessen wurden. Die Bandstruktur wurde mit 6 X 6—kp-Theorie berechnet und
ist in Abb. 7.19 dargestellt. Die Schichtdicken und die jeweilige Ge-Konzentration
sind der Bildunterschrift zu entnehmen. Die Struktur wurde mit einer MBE-
Anlage (Molecular Beam Epitaxy) gewachsen. Dabei ist zu beachten, dass bei
Wachstumstemperaturen um 350 °C keine scharfen Grenzflichen wachsen. Diese
Segregationseffekte wurden im Rahmen eines kinetischen Modells beriicksichtigt.
Die Locher werden vom untersten HH Subband des Quantengrabens (QW, engl.
Quantum Well) 7 in das HH2-Niveau des aktiven Quantengraben QW1 injiziert,
wo der strahlende Ubergang in den HHI1-Zustand erfolgt. Die Schichten QW2-5
sind so ausgelegt, dass die schweren Locher ein Miniband bilden, durch das die
Locher im HH1-Zustand die aktive Zone verlassen kénnen.

Abb. 7.20 zeigt das Elektrolumineszenz-Spektrum der betrachteten Probe. Ex-
perimentell ergibt sich eine Ubergangsenergie von 146 meV, die sehr gut mit dem
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Abbildung 7.19: Berechnete Bandstruktur bei einem angelegten Feld von 55
kV/cm. Eingezeichnet sind die Bandkante des schweren Lochbandes (HH) sowie
die HH1- und HH?2-Zustinde f iir k) = 0. Das leichte Loch (gestrichelt eingezeich-
net) mischt sich stark mit dem abgespaltenen Loch. Die Schichtdicke (A) und der
Ge-Gehalt der Quantengriben und der Si-Barrieren sind 38/0.4, 23/0.43, 18/0,
21/0.43, 20/0, 19/0.43, 22/0, 17/0.43, 24/0, 88/0.24, 24/0, 35/0.21 und 26/0.
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Abbildung 7.20: Elektrolumineszenz-Spektren in Abhdngigkeit vom Strom durch
die Probe. Auch fiir Sperr-Richtung ist ein Spektrum eingezeichnet
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Abbildung 7.21: FEnergiedispersion der Subbinder HH2, LH1 und HHI im ak-
tiven Quantengraben QW1. Die durchgezogenen Pfeile stellen die strahlenden
Uberginge dar, die experimentell gemessen wurden.

berechneten Wert von 143 meV {ibereinstimmt. Weiterhin haben wir die Ab-
hiingigkeit der Emissionsspektren vom Strom durch die Probe untersucht. Wie
man in Abb. 7.20 erkennen kann, ist die Ubergangsenergie unabhiingig von der
Stromstirke. Dagegen nimmt mit zunehmendem Strom die Linienbreite zu. Die
Verbreiterung zu kleineren Linien hin wird durch strahlende Ubergginge bei ho-
heren Werten von kj verursacht. In Abb. 7.21 ist klar zu erkennen, dass mit
zunehmendem £k die Ubergangsenergie abnimmt. Bei Polung in Sperr-Richtung
wird keine Elektrolumineszenz beobachtet.

Nichtstrahlende Uberginge

Wir haben zusiitzlich die Zerfallsrate des Zustands HH2 aufgrund optischer Defor-
mationspotenzial-Streuung berechnet. Dazu wurde das Loch-Phonon-Matrixele-
ment < ¢|D - u|f > ausgewertet, wobei < i| den Anfangs- und |f > den End-
zustand bezeichnen. Der Deformationspotenzial-Tensor hat folgende Gestalt (in
der Basis |z 1>, [y 1>, [z 1>, [z |>, |y |>, |z |>):

AED GG @

000 001 010
dg=|(001], dy=[000 d,={1{100
010 100 000
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Die optische Deformationspotenzial-Konstante hat einen Wert von dy = 36 meV,
a ist die Gitterkonstante. Die Auslenkung eines Atoms ist gegeben durch u (g) ~
€47, Dabei ist ¢ der Impuls, den das Phonon aufnimmt. Fiir die Phonondisper-
sion nehmen wir konstante Energie an. Das Phonon-Spektrum besteht aus den
Si-Si (64.3 meV), Si-Ge (50.8 meV) und den Ge-Ge (37.4 meV) Moden.

Die Streuzeit ergibt sich nun durch Anwenden von Fermis Goldener Regel und
Integration iiber alle Endzustéinde. Die Gesamtdepopulationszeit fiir den HH2-
Zustand betrigt 400 fs. Sie ist betréichtlich kleiner als die typischen Werte
von (3)-(5)-Quantenkaskadenlasern. In Abb. 7.21 sind die beiden betrachte-
ten Kanile eingezeichnet. Bei Streuung in den HH1-Zustand betriigt die Streu-
zeit 614 fs, bei Streuung in das leichte Lochband (LH) 1170 fs. Obwohl der
Deformationspotenzial-Tensor die HH-LH-Streuung gegeniiber der HH-HH-Streu-
ung begiinstigt, ist hier letzterer Mechanismus schneller, da die Dispersion in
[110]-Richtung sehr flach und damit die Zustandsdichte sehr grof} ist.

Ausblick: Konzept fiir Laser

Bisher haben wir eine Quantenkaskadenstruktur entworfen, die Bandstruktur und
die nichtstrahlenden Uberginge berechnet. Experimentell konnte Elektrolumi-
neszenz gemessen werden. Ziel ist es letztlich, eine Laser zu bauen. Aufgrund
der obigen Rechnungen kommt dabei nur die Konstellation in Betracht, die in
Abb. 7.22 dargestellt ist. Der Laseriibergang findet statt vom schweren Loch
im Quantengraben QW7 (HH2) zum schweren Loch (HH1) bzw. leichten Loch
(LH1) im Quantengraben QW1 (HH1). Konkret heifit dies, dass das schwere Loch
HH2 iiber nichtradiative Streuung entvélkert, dabei in den Quantengraben QW1
gestreut wird und diesen schlielich iiber Tunnelprozesse verlisst. Die Tunnelzeit
liegt dabei in der Groflenordnung von 2-3 ps. Um Besetzungsinversion zu errei-
chen, muss die Streuzeit fiir den nichtstrahlenden Ubergang groBer werden als
die Tunnelzeit. Die Streuzeit kann man variieren, indem man die Barrierendicke
zwischen Quantengraben QW7 und Quantengraben QW1 vergrolert. In Abb.
7.22 ist rechts die berechnete Gesamtstreuzeit der nichtstrahlenden Ubergginge
als Funktion der Barrierendicke dargestellt. Fiir wachsende Barrierendicke steigt
sie an, da dann der Uberlapp der Wellenfunktionen kleiner wird, und erreicht
bei einer Dicke von 3 nm einen Wert von 15 ps erreicht. Gleichzeitig muss aber
die Kopplung an das Lichtfeld hinreichend grof} sein, um Lasertétigkeit zu errei-
chen. Mit zunehmender Barrierendicke nimmt aber das optische Matrixelement
zwischen dem schweren Loch im Quantengraben QW7 (HH2) und dem schweren
Loch (HH1) im Quantengraben QW1 ab. Als niichster Schritt ist geplant, kon-
kret diese Strukturen herzustellen und die Machbarkeit eines Lasers auf dieser
Grundlage experimentell zu untersuchen.
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Abbildung 7.22: Konzept fiir einen Laser auf Si/SiGe-Basis. Links ist der Verlauf
des Valenzbandes dargestellt. Der Laser tibergang findet zwischen dem schweren
Loch im Quantengraben QW7 (HH2) und dem schweren Loch im Quantengraben
QW1 (HH1) statt. HH2 wird iber nichtradiative Phononen-Streuung entvilkert.
Das Teilchen verldsst schliefllich durch Tunneln den Quantengraben QW1. Um
Besetzungsinversion zu erreichen, muss die Streuzeit des nichtstrahlenden Uber-
gangs gro fer sein als die Tunnelzeit. Rechts sind die Streuzeiten als Funktion
der Barrierendicke zwischen Quantengraben QW7 und Quantengraben QW1 dar-
gestellt ebenso wie das optische Matrizelement fiir den Ubergang HH2-HHI.

(arb. units)

7.3 Zweidimensionale Lochergase in GalN/AlGaN-
Heterostrukturen

Effiziente elektronische und optoelektronische Bauelemente auf Nitrid-Basis er-
fordern eine dhnlich hohe Konzentration von freien Elektronen und Lochern. Dies
ist sehr schwer in Nitriden zu erreichen, da die Ionisierungsenergien der fiir p-
Dotierung verwendeten Mg-Akzeptoren sehr grof sind. In der Tat stellte dies lan-
ge Zeit das Haupthindernis fiir die Entwicklung von Hetero-Bipolartransistoren
oder Laserdioden im UV-Bereich dar. Erst vor kurzem wurde vorgeschlagen, dass
der geringe lonisierungsgrad der tiefen Mg-Akzeptoren in Heterostrukturen durch
Ausnutzen von piezo- und pyroelektrischen Polarisationsfeldern deutlich verbes-
sert werden kann [79]-[83]. Unverspannte Nitrid-Schichten zeigen spontane Po-
larisation, wihrend in verspannten Heterostrukturen zusitzlich piezoelektrische
Polarisation auftritt. Der Unterschied in der Polarisation induziert Flichenladun-
gen an Heterogrenzflichen. Diese wiederum erzeugen starke elektrische Felder,
welche die Energieniveaus der Akzeptoratome unter das Ferminiveau driicken
konnen. In diesem Abschnitt stellen wir ausfiihrliche theoretische Rechnungen
vor iiber die elektronische Struktur von GaN/AlGaN -Quantengriiben und Uber-
gittern. Es zeigt sich, dass die Dichte des zweidimensionalen Elektronengases
im Wesentlichen durch die Polarisationsladung an GaN/AlGaN-Grenzflichen be-
stimmt wird. Andere Faktoren, wie die Barrierendicke, die Temperatur und das
Dotierprofil spielen eine untergeordnete Rolle.

Die elektronische Struktur im Valenzband berechnen wir mit 6 x 6-kp-Theorie,
wobei die Abhéngigkeit der Eigenzustéinde vom lateralen Wellenvektor vollstén-
dig berticksichtigt wird. Die Locherdichte ergibt sich durch Summation iiber die
diskreten Eigenzusténde, gewichtet mit der Fermi-Verteilungsfunktion, und durch
Integration iiber die laterale Brillouin-Zone (vgl. Kapitel 2 und Anhang D). Die
kp-Parameter einschlielich der Deformationspotenziale stammen aus ab-initio-
Rechnungen [84] und wurden fiir AlGaN-Legierungen linear interpoliert. Die
Berechnung der Verspannungen erfolgte im Rahmen der Elastizitétstheorie (vgl.
Kapitel 4). Dabei wurden die elastischen Konstanten in den entsprechenden Vo-
lumenhalbleitern zugrunde gelegt [85].

Zunichst wollen wir Resultate fiir eine GaN/AlGaN-Heterostruktur vorstellen.
Diese besteht aus einer GaN-Substrat-Schicht und einer in [0001]-Richtung pseu-
domorph aufgewachsenen AlGaN-Barriere, die durch einen Schottky-Kontakt ab-
geschlossen wird. Um die Polarisationsladung an der Grenzfliche zu erhthen,
muss die Polaritit der Probe vom N-Typ sein, d.h. der spontane Polarisati-
onsvektor muss aus dem Substrat herauszeigen. Fiir die GaN-Schicht nehmen
wir eine homogene Mg-Konzentration von 1.6 x 10'” cm™ an. Die angrenzende
AlGaN-Barriere besteht aus einer 5 nm dicken undotierten Spacer-Schicht und
einer homogen Mg-dotierten Schicht ([Mg]=5 x 10! cm~%). In unseren Rechnun-
gen wurde die Barrierendicke von 15 nm bis 35 nm und der Al-Gehalt von 0% bis
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Abbildung 7.23: Berechnete Fldchenladungsdichte des Lichergases fiir die ver-
spannte und relazierte GaN/AlGaN-Heterostruktur mit Schottky-Kontakt als
Funktion der Al-Konzentration. Die grau unterlegten Linien bezeichnen die be-
rechneten Dichten fiir Barrieren-Dicken von 15 nm (untere Kante der grau un-
terlegten Balken) bis 35 nm (obere Kante). Die gestrichelte Linie ist die La-
dungsdichte der Polarisationsladung an der GaN/AlGaN-Grenzfliche. Die beiden
Kreise stellen experimentelle Ergebnisse dar [86].

30% variiert. Fiir die Aktivierungsenergie der Mg-Akzeptoren Ejy, und die Bar-
rierenhthe des Ni-Schottky-Kontakts e®, gelten die Beziehungen Ey(z) = (0.7
eV)z + 0.17 eV [87] and e®y(z) = (1.3 eV)z + 0.55 eV [88], wobei z die Al-
Konzentration bezeichnet.

Die berechnete Flichenladungsdichte des Lochergases ist in Abb. 7.23 als Funk-
tion der Al-Konzentration zusammen mit der Polarisationsladung dargestellt. Es
ist klar zu erkennen, dass das zweidimensionale Lochergas fast so groff ist wie
die Ladungsdichte der Polarisationsladung. Diese wird aber nie vollstéindig abge-
schirmt. Die untere Kurve in Abb. 7.23 legt eine vollstéindig relaxierte AlGaN-
Schicht zugrunde, d.h. die Grenzflichenladung wird nur durch spontane Polari-
sation erzeugt. Dies entspricht der Situation, wo die Barrierendicke die kritische
Dicke iiberschreitet. Einige experimentelle Ergebnisse deuten darauf hin, dass ab
einer bestimmten Al-Konzentration ein Ubergang von verspannter zu relaxierter
Barriere stattfindet. Die beiden Kurven in Abb. 7.23 sollten daher als Grenzfille
betrachtet werden. Dennoch zeigen unsere Rechnungen, dass die zweidimensio-
nalen Lochergase Ladungsdichten der GroBenordnung 10'® cm™2 erreichen, sogar
fiir den Fall vollstéindig relaxierter Strukturen. Wir mochten darauf hinweisen,
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Abbildung 7.24:  Berechnete Fldchenladungsdichte des Lochergases in einem
GaN/AlGaN-Ubergitter mit 30% Al-Gehalt in den Barrieren als Funktion der
Grabenweite (well width w) und Barrierendicke (barrier width b).

dass die Locherdichte weitgehend unabhiingig von Anderungen anderer Parame-
ter, wie der Temperatur 7', der Barrierenhhe des Schottky-Kontakts e®;, oder
der Valenzbanddiskontinuitit AEy an der GaN/AlGaN-Grenzfliche ist. Dazu
haben wir systematisch 7' (von 70 K bis 300 K), e®;, (um 50%), AEy (von 0.25
eV bis 0.6 V) sowie die Dicke der Spacer-Schicht (von 0 bis 5 nm) variiert.
Jedesmal énderte sich die Ladungsdichte des Lochergases um weniger als 5%.

Als weiteres Beispiel fiir ein mogliches Bauelement mit hohen Locherdichten
untersuchen wir periodische GaN/AlGaN-Ubergitter bei einer Temperatur von
T=70 K mit einer Aluminium-Konzentration von 30% und verschiedenen Dicken
der GaN-Schicht (Graben) und AlGaN-Schicht (Barriere). In unseren Rechnun-
gen haben wir in den Barrieren als Dotierung eine homogene Mg-Konzentration
von 5 x 10! cm™® angenommen, in der GaN-Schicht betrug sie 1.6 x 10" cm™2.
Die resultierende Ladungsdichte des Lochergases ist in Abb. 7.24 dargestellt.
Die Dichte ist fiir kurze Graben- und Barrierendicken gering, sie nimmt aber fiir
groBere Dicken zu und siittigt schlieBlich bei einer Ubergitterperiode von 40 nm.
Dies kann man einsehen, wenn man den Verlauf der Akzeptor-Energieniveaus
im Vergleich zum Ferminiveau betrachtet. In den Abbildungen 7.25 und 7.26
sind die Verhsltnisse fiir ein Ubergitter mit einer Periodenléinge von 4 nm bzw.
16 nm dargestellt. In Ubergittern erhiilt man durch die Polarisationsladungen
an den Grenzflichen innere elektrische Felder mit wechselnden Vorzeichen in
den GaN-Grében und AlGaN-Barrieren. Daraus ergibt sich ein stigezahnfor-
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Abbildung 7.25: Verlauf der Valenzbandkante Ey im GaN/AlGaN-Ubergitter
(30% Al-Gehalt). Die GaN-Grabenweite und AlGaN-Barrierendicke betragen je-
weils 2 nm. Die gestrichelte Linie markiert das Fermi-Niveau. Die Energien der
neutralen und ionisierten Mg-Akzeptor-Niveaus werden durch schwarze bzw. wei-
e Kreise dargestellt und durch die gepunktete Linie verbunden. Die Minibinder
sind grau unterlegt dargestellt. Die Dichte des Lichergases ist unten eingezeich-
net.

miger Verlauf der Valenzbandkante. Bei kurzen Ubergitterperioden liegen die
Akzeptor-Niveaus oberhalb der Fermienergie (Abb. 7.25). Entsprechend ist die
Locherdichte, die von ionisierten Akzeptoren geliefert wird, praktisch Null. In
Ubergittern mit groBeren Schichtdicken sind dagegen viele Akzeptoren ionisiert
(Abb. 7.26). Die ionisierten Akzeptoren und die generierten Locher schirmen
die Polarisationsladungen ab und reduzieren damit das innere elektrische Feld.
Folglich sittigen die Locherdichten mit zunehmender Ubergitterperiode. Unsere
Rechnungen sagen einen Sittigungswert der Fldchenladungsdichte des Locherga-
ses von 1.5 x 10 cm™ fiir GaN/AlGaN-Ubergitter mit 30% Aluminium-Gehalt
voraus. Dieser Wert liegt in derselben Groflenodnung wie die Locherdichte in der
GaN/AlGaN-Heterostruktur, die weiter oben untersucht wurde.

In den Abbildungen 7.25 und 7.26 sind auflerdem jeweils die untersten drei Mi-
nibéinder eingezeichnet. Bei dem Ubergitter mit Periode 4 nm liegt das erste
Miniband 35.8 meV unterhalb des Ferminiveaus. Aufgrund der kurzen Barrie-
rendicke ist der Uberlapp zwischen den Lochwellenfunktionen aus benachbarten
GaN-Griben betrichtlich. Infolgedessen sind die Minibénder 23.56 meV, 23.84
meV und 71.4 meV breit. Bei einer Ubergitterperiode von 16 nm liegen dagegen
die obersten zwei Minibénder iiber dem Ferminiveau, und alle drei Béinder haben
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Abbildung 7.26: Sieche Abb. 7.25, aber mit einer GaN-Grabenweite und AlGaN-
Barrierendicke von jeweils 8 nm.

eine sehr kleine Breite von jeweils 1.5 meV

Wir haben weitere Moglichkeiten ausgelotet, um noch hohere Lochdichten in
GaN/AlGaN-Ubergittern durch Optimieren des Dotierprofils zu erhalten. Dabei
sind wir einem Vorschlag aus Ref. [79] gefolgt und haben Ubergitter mit ei-
ner Modulationsdotierung untersucht, wo die Hilfte des Grabens und die Hilfte
der Barriere in der Umgebung der positiven Grenzfléchenladung homogen mit
[Mg]=5 x 10! cm~3 dotiert ist. Es zeigt sich, dass dieses Dotierprofil die Licher-
dichte speziell fiir kurze Ubergitterperioden erhsht. Konkret erhoht sie sich von
3.9 x 10° cm™2 auf 5.2 x 10! cm™2, von 7.7 x 102 cm™2 auf 1.0 x 10'® cm™2 bzw.
von 1.4 x 10" cm=2 auf 1.5 x 10'® cm~2 bei Ubergitterperioden von 4, 12 bzw.
40 nm (jeweils gleich dicke GaN- und AlGaN-Schichten). Diese starke Anderung
fiir kurze Ubergitterlingen kann man anhand der Abb. 7.25 verstehen. Da die
Region, in der die Akzeptoren ionisiert werden, sehr klein ist, variiert die Locher-
dichte linear mit der Dotierkonzentration. Fiir groBe Ubergitterlingen sittigt sie
dagegen wieder (Abb. 7.24 und 7.26).

Zusammenfassend zeigen unsere selbstkonsistenten Rechnungen, dass in GaN/
AlGaN-Heterostrukturen und Ubergittern zweidimensionale Locherdichten von
bis zu 1.5 x 10'® cm™2 erreichbar sind. Diese hohen Ladungsdichten sind Folge
der starken piezo- und pyroelektrischen Eigenschaften der Wurtzit-Nitride.




Anhang A

Diskretisierung der Poisson- und
Stromgleichung

In Kapitel 4.1 wurden die Poisson- und die Stromgleichung dargestellt und die
Randbedingungen kurz erldutert. Im Folgenden wollen wir néher auf die Dis-
kretisierung dieser Gleichungen und ihre nummerische Losung eingehen. Dabei
stehen insbesondere Fragestellungen der technischen Umsetzung im Vordergrund.
Als Beispiel dient ein konkretes zweidimensionales Bauelement.

Allgemeines

Bei der Poisson- und Stromgleichung handelt es sich um Flussgleichungen folgen-
der Art:

—div F(Z) = k(). (A1)

Durch Integration iiber ein finites Volumen kann sie unter Verwendung des Gauf3-
schen Satzes umgeschrieben werden zu:

,///‘/BdivﬁdV:f//Ade/T:///VBk(f)dV (A.2)

Der Gaufische Satz gilt in dieser Form fiir ein, zwei und drei Dimensionen glei-
chermafien. Diese Gleichung wird fiir jeden Gitterpunkt aufgestellt. Das fini-
te Volumen V3 ist dabei eine Box, deren Randfléiche Ap durch die Mittelsenk-
rechten der Verbindungslinie zweier benachbarter Gitterpunkte definiert ist. Die
Oberfldchenintegration kann man leicht durchfiihren, indem man jeweils den In-
halt einer Teilfliche mit der Normalkomponente von F multipliziert. Dabei ist
F=c¢ (7) grad® fiir die Poissongleichung bzw. F = j, fiir die Stromgleichung
der Elektronen. Die Normalkomponenten zeigen jeweils in eine Koordinaten-
richtung. Die Grofle k& wird als stiickweise konstant angenommen, d.h. fiir das
Integral auf der rechten Seite von Gl. (A.2) ergibt sich [ff, k(Z)dV = kVp.

129

130 Kapitel A. Diskretisierung der Poisson- und Stromgleichung

=7 6162 63 64 65 66 67 68 69 70

Kontakt 1 Materigl A Naterigl B Kontakt 2

34 |35 [36

y-Achse

17 |18 g [0
7 8 I8 fo
i=10

Abbildung A.1: Zweidimensionales Bauelement, bestehend aus Material A und
Material B und den beiden Kontakten 1 und 2. Fingezeichnet sind die Gitter-
linien des Rechtecksgitters. Man beachte, dass an einem Materialiibergang der
Gitterpunkt auf der Grenzfliche liegt.

Im Falle der Poissongleichung ist k& die Dichte, im Falle der Stromgleichung die
Rekombinationsrate. Auf diese Weise erhilt man fiir jeden inneren Punkt ei-
ne lineare Gleichung, in die alle direkt benachbarten Punkte eingehen. Daraus
ergibt sich bei spaltenweiser Durchnummerierung aller Punkte im Prinzip eine
Matrixstruktur mit einer Haupt- und 2 bzw. 4 bzw. 6 (in 1D bzw. 2D bzw. 3D)
Nebendiagonalen. Diese klare Struktur wird aber durch die spezielle Behandlung
der Heteroiibergéingen zerstort. Dies wird weiter unten dargestellt.

Gitter

Das Bauelement wird auf ein inhomogenes Rechtecksgitter abgebildet. Ein Bei-
spiel in zwei Dimensionen hierfiir mit 10 x 7-Gitterpunkten ist in Abb. A.1
gegeben. Die Gitterpunkte werden in der dort dargestellten Weise von 1 bis 70
durchnummeriert. Jeweils vier benachbarte Gitterpunkte bilden ein Rechteck (in
3D jeweils acht einen Quader), dem eine Materialart zugewiesen werden kann.

Differenzenstern

Es soll nun anhand der Poissongleichung das Aufstellen der Matrix erliutert
werden. Dazu wird der Reihe nach fiir jeden Gitterpunkt der Differenzenstern
gebildet und in die Matrix iibernommen. Betrachten wir konkret den Gitter-
punkt mit der Nummer 35, d.h. ¢ = 5 und j = 4. Das Kontrollvolumen (vgl.
Kapitel 4.4) kann in vier Quadranten (in 3D acht Oktanten) unterteilt werden,
die in Abb. A.2 mit Q1-Q4 bezeichnet sind. Fiir die Quadranten Q1-Q3 sind die
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Abbildung A.2: Kontrollvolumen fiir den Gitterpunkt (i = 5,5 = 4), dber das
die Integration durchgefihrt wird (links). Es besteht aus den Quadranten Q1-Q4.
Die Integration wird stiickweise iiber Q1-Q4 durchgefiihrt. Im Bild rechts sind die
Nummern der Punkte, die in den Differenzenstern eingehen, eingezeichnet (siehe
Text). Innerhalb des Kontrollvolumens gibt es vier Grenzflichen zwischen je zwet
Quadranten, denen eine Flichenladung o1 — o4 zugewiesen werden kann.

Materialparameter des Materials A, fiir den Quadranten Q4 die Parameter des
Materials B giiltig. Die Integration aus Gl. (A.2) [f, FdA wird stiickweise fiir
die Quadranten ausgefiihrt. Im Einzelnen gilt mit dem Potenzial ®, der dielek-
trischen Konstante €4 bzw. ep fiir das Material A bzw. B und der Beziehung
F = ¢ (7) grad® (7):

FdA Dij = Piay 2 Dy — Pijo1 hlie

hl; 2 h2;_4 2

. o q>i+1 - (I)l . @1 _ @1 - hlz
- FdA = —gy—=f “Wpo. J J-1 1 Ad
//QQ A h1; j-1tEa h2; 4 B} (A4)

. R (137 . — (I:‘i—l - h2. (I)7 i1 — (I:‘, 'hli—l
— FdA = o A ™ Rt N +J A A5
//Q’i AR g A h2; 2 (A-5)

. - (I>:+1.,(I>:.h2_ (D"H*‘b--h,l;
— FdA = —gp——d W _J iJ ij VL A6
.//Q4 °r hl; 2 B h2; 2 (A.6)
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zwei ortsgleiche Punkte  vier ortsgleiche Punkte
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Abbildung A.3: Da die Gitterpunkte auf der Grenzfliche liegen, werden ortsglei-
che Punkte eingefiihrt, um unstetige Grofsen wie Bandkanten und Ladungsdichten
beschreiben zu kénnen. Verlduft die Heterogrenzfliche entlang einer Koordinaten-
linie, werden genau zwei ortsgleiche Punkte gesetzt, ansonsten vier. Sie werden
in der angegebenen Weise durchnummeriert.

Ist @ die integrierte Ladung im Kontrollvolumen, so lautet Gl. (A.2) schliefllich
in diskretisierter Form:

hl',l + hl; h2;1 + h2;

PR S F S B S B W

( AT, ) ’“*( ATy hL, ) Lt
EAh2j71 + EBh,Qj EAhly‘,—l + EBhl,,',

e e KT —_— ],
( 3 hl, 1 3 h2, A

n hl,_y + hl; - h2;_1 +h2;  e4h2; 1 +eph2; ~eashli_y +ephl; o

4 2. h2j71 A 2. hlz‘,l 2 h].1 2. hZJ b

= Q

Heterogrenzflichen

Wir haben das Gitter so gewihlt, dass die Gitterpunkte auf den Grenzflichen
an Materialiibergéingen liegen. Dies wirft die Frage auf, welcher Wert der Varia-
ble an diesen Punkten zuzuordnen ist, da wichtige physikalische Grofien wie die
Bandkanten und die klassische Teilchendichte dort einen Sprung machen. Wir
losen dieses Problem, indem wir ortsgleiche Punkte einfiihren, die den Wert im
jeweiligen Quadranten (in 3D Oktanten) widerspiegeln. Um die Zahl der Punkte
nicht unnotig aufzublidhen, setzen wir an ,geraden” Grenzfléchen Doppelpunkte
und ansonsten vier (in 3D acht) ortsgleiche Punkte. Abb. A.3 illustriert die
Verhéltnisse je nach Lage des Heteroiiberganges. In dieser Konvention sind auf
dem Gitter in Abb. A.1 die Menge der Punkte {6, 16, 26, 45, 55, 65, 22, 32, 42,
11, 51, 20, 60, 29, 39, 49} Doppelpunkte und die Menge der Punkte {36, 35, 12,
52, 19, 59} Vierfachpunkte. Nummeriert man nun das Gitter einschliefllich der
ortsgleichen Punkte erneut durch, so erhilt man 104 Gitterpunkte. Physikalische
Groflen werden nunmehr auf einem Vektor der Dimension 104 abgebildet. Fiir
den oben betrachteten Differenzenstern des Gitterpunktes mit ¢ = 5 und j = 4
ergeben sich daraus die Punktnummern, wie sie in der rechten Grafik in Abb.
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A.2 dargestellt sind. Fiir jeden Mehrfachpunkt werden aulerdem zusiitzliche In-
formationen wie Grenzflichenladungen gespeichert. In zwei Dimensionen gibt es
dafiir innerhalb eines Kontrollvolumens vier, in drei Dimensionen zwolf mogliche
Grenzfliichen. Die dazugehorigen Flichenladungen sind in Abb. A.2 mit o bis
o4 bezeichnet. In unserem Fall sind o und o5 Null, da hier keine interne Grenz-
fldche vorliegt.

Nun kann man die integrierte Ladung @ in Gl. (A.7) schreiben, wenn p die
Ladungstréigerdichte ist:

hlifl}Lijl }Lli}L2j71 hli,1h2j hllh2

Q = py 1 + Pso 1 + P51 1 + P52 1 7+
h2;_ hl;_ h2; hl;
+U]#1+0'2 21 1+O’37]+0'4?l4

Die Bandkante Ex hat an Heterotibergéingen eine Diskontinuitét. Dabei gilt die
Beziehung (e = |e| Elementarladung):

Eo() = EcolF) — e(F). (A9)

Mikroskopisch wird der Sprung in der potenziellen Energie durch Dipole verur-
sacht. Wir machen die Annahme, dass diese Diskontinuitét voll in der Bandkante
des Volumenhalbleiters Eco () enthalten ist. Dann ist das Potenzial ®(7) an der
Grenzfléche stetig. Aufgrund der Relation in Gl. (A.9) wird das Potenzial ®(7)
aber ebenso wie die Bandkante E¢(r) auf das Gitter mit den Mehrfachpunkten
abgebildet: ®(7) — ®q,..., Pip4.
Bei der Stromgleichung 16sen wir eine Gleichung fiir das Quasi-Ferminiveau Ep (7).
Auch hier nehmen wir zunichst Stetigkeit des Quasi-Ferminiveaus an Grenz-
flichen an. Die Abbildung auf das Gitter inklusive der Mehrfachpunkte, d.h.
Ep(f) — EL, ..., EI erlaubt es uns jedoch, zusétzlich Modelle zu implementie-
ren, die zu unstetigem Quasi-Ferminiveau an Heterotibergéingen fiihren.
Insgesamt erhalten wir durch die Diskretisierung der Poisson- und Stromglei-
chung nun eine 104 x 104—Matrix A. Die Poissongleichung liefert ein lineares
Gleichungssystem:

Ad =0
mit 5 = (@17 ey @104)T.

Aufstellen der Poissonmatrix

Beim Aufstellen der Poissonmatrix ist darauf zu achten, dass die Matrix symme-
trisch und positiv definit ist. Zunéchst soll das Vorgehen anhand des Gitterpunkts
(1 = 6,j = 2) dargestellt werden. Dabei handelt es sich um einen Doppelpunkt.
Die angrenzenden Gitterpunkte haben im 104-dimensionalen Gesamtvektor fol-
gende Positionen, wobei beim Aufstellen des Differenzensterns bei ortsgleichen
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Mehrfachpunkten immer der erste genommen wird:

Gitterpunkt | Position in Gesamtvektor (1..104)

(1=6,7=2)]21
(i=5,j=2)|20
(t=7,7=2)|23
(i=6,j=1)|6
(1=6,7=3)|37
Aus Gl (A.7) ergibt sich (i = 6,j = 2):
hl;_1 + hl; h2]‘_1 + h2_7'
( €A 3. h2j,1 ) g + ( €4 2 hi, Doy + (Al(])
EAth—l -+ 5Bh2j 6Ahli,1 + 6Bh1i
—_— = 1 —_— )
( 3 hl, 5 5 ho, ot
T hli_l + h]., h2j_1 + h2j EAth—l + EBth EAh]-i—l + EBh].i P
AR, T2 2.1, 2 h2; 2z
=Q
Zusétzlich haben wir die Bedingung:
Dyy — Py =0 (A.11)

Um eine symmetrische Matrix zu erhalten, wird die Gleichung (A.11), multi-
pliziert mit einem Faktor «, von Gl. (A.10) abgezogen und die so erhaltene
Bedingung in Zeile 21 der Poissonmatrix geschrieben. Die Gleichung. (A.11)
steht dann in der Zeile 22. Es ergibt sich in der Poissonmatrix folgende Struktur:

|6 ... 20 21 22 23 ... 37 Q

21 Ms e ]\/[20 ]\/[21 +a —« M23 e A{37 0
22 —a a 0
0 0

Dabei ist Mg = —¢ A% der Koeffizient zu &g in Gl. (A.10) usw., der Faktor
« sollte dieselbe Gréﬁenérdmmg wie M, haben.

An einem Vierfachpunkt stellt sich die Situation folgendermafien dar. Wir
wollen hier kurz das Vorgehen anhand des schon mehrfach erwihnten Gitter-
punktes (i =5, j = 4) beschreiben. Die Nummerierung der Gitterpunkte kann
aus der rechten Grafik in Abb. (A.2) entnommen werden. Da das Potenzial als
stetig angenommen wird, gelten die Relationen:

Dy — Dy = 0 (A.12)
By — Dy = 0 (A.13)
By — Dy = 0 (A.14)
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Weiterhin verwenden wir beim Aufstellen des Differenzensterns immer das Po-
tenzial des ersten Punktes bei ortsgleichen Mehrfachpunkten. Dann ergibt sich
aus Gl. (A.7):

hl',l + hl; h2',1 + h2;

S e I e ) @ Al

( Y 72, ) 36 + ( fa—y" Ml ) 48 + (A.15)
€Ah2j,1 +€Bh2j EAh/li—l +€Bh1i
( 3 hl, Bsa 312, Ber +

+ hli,l + hll c h2j,1 + h2]‘ EAh2j,1 + EBhZJ' SAhli,1 + EBhli o
AToTh2, T2, 2-hl, 2-h2; “
- Q (A.16)

Der Gitterpunkt (i =5,j =4) besteht aus vier ortsgleichen Punkten, so dass
zum Aufstellen der Poissonmatrix vier Bedingungen, némlich Gl. (A.12) und Gl
(A.15) benotigt werden. Dabei ist zu beachten, dass die Matrix symmetrisch und
positiv definit sein sollte. Man erreicht dies, indem man die Gleichung (A.12),
multipliziert mit einem Faktor o, von Gl. (A.15) abzieht und die so erhalte-
ne Bedingung in Zeile 49 schreibt. Die Gleichungen (A.13) und (A.14) werden
zunéchst umgeschrieben zu:

q>51—q>50 = O (Al?)
P52 = P50 = 0 (A.18)

Gleichung (A.17) wird, mit dem Faktor o multipliziert, direkt in Zeile 51 geschrie-
ben, Gleichung (A.18) in Zeile 52. Um Symmetrie zu gewihrleisten, werden die
Gleichungen (A.17) und (A.18) von der Gleichung (A.12) abgezogen und die so
erhaltene Relation in Zeile 50 geschrieben. Man erhélt dann fiir die Poissonmatrix
folgende Struktur:

| 36 ... 48 49 50 51 52 53 ... 67
49 Afgﬁ e ]\448 A149 +a —« 0 0 A{53 e M67 Q
50 -« 3a —a —o -~ 0
51 0 —-a a 0 o 0
52 0 —a 0 « 0
0 0 0
Dabei ist Mzg = —¢ A% der Koeffizient zu @35 in Gl. (A.15) usw., der

Faktor «a sollte dieselbe Gr(?jﬁenordnung wie My9 haben.

Randbedingungen

Randbedingungen miissen am Rand des Simulationsgebietes beriicksichtigt wer-
den. Zusiitzlich gibt man durch Kontaktregionen Randbedingungen vor. Zu-
néichst soll die Behandlung von Gitterpunkten am Simulationsrand betrachtet
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Bauelement
r(1.2)
Q3 Q4
-
E |, 21)
o B

Abbildung A.4: Kontrollvolumen fiir den Randpunkt (i = 1,5 = 1). Nur der
Quadrant Q4 liegt innerhalb der Bauelementregion.

werden. Dort wird typischerweise verschwindendes elektrisches Feld gefordert.
Es handelt sich demnach um eine Randbedingung vom Typ von Neumann mit
Feld E = 0. Whlen wir dazu den Punkt (i = 1, = 1) als Beispiel. In Abb. A.4
ist die Situation dargestellt. Man sieht, dass sich nur der Quadrant Q4 innerhalb
der Bauelementregion befindet. Das Volumenintegral tiber das Kontrollvolumen
reduziert sich demnach auf das Integral iiber den Quadranten Q4. Dieses Inte-
gral wird wieder analog zu oben in ein Flichenintegral verwandelt. Von den oben
angegebenen Integralen ist jetzt nur das Integral Gl. (A.6) relevant:

— // FdA = —E&B +L J I B FHL A (Alg)
Q4

hl; 2 h2, 2

Zusitzlich muss das Oberfldchenintegral durch die Begrenzungsflichen beriick-
sichtigt werden:

/ / Fai - ptki gt (A.20)
B Rand 2 2

Daraus erhélt man nun durch Addition von Gl. (A.19) und Gl (A.20) den
Differenzenstern fiir den Punkt (i = 1,5 =1) :

h2; hl; h2; h1;
(EBQ o e hzj) iyt <_EB2 : h,Jli) Pivrg + <_532 : h,2j> i1

mit der integrierten Ladung @ im Quadrant Q4.

Kontakte

Randbedingungen kénnen weiterhin durch Kontakte vorgegeben werden. Dazu
muss man so genannte Kontaktregionen definieren. In Abb. A.1 sind diese dun-
kel unterlegt eingezeichnet. An den Grenzflichen zwischen Kontaktmaterial und
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Kontakt  T(hi+1)

Halbleiter
'c')'s";é'ﬁi
PR B S A S
(1) P E |G 0 @)
Q1 Q2.

G

Abbildung A.5: Kontrollvolumen fir den Gitterpunkt (i = 2,j = 2). Quadrant
Q3 liegt in der Kontaktregion und wird bei der Integration dber das finite Volu-
men nicht beriicksichtigt. Stattdessen wird das elektrische Feld als Randbedingung
gesetzt.

dem iibrigen Bauelement werden nun Randbedingungen gesetzt. In Abb. A.5
wird dies anhand des Gitterpunkts (i = 2,5 = 2) aus Abb. A.1 illustriert. Dabei
legen wir von Neumann Randbedingungen zugrunde, d.h. wir geben ein elektri-
sches Feld E vor. Das Kontrollvolumen umfasst nun die Quadranten Q1, Q2 und
Q4, d.h. die Integration erstreckt sich nur {iber diese drei, Quadrant Q3 wird
nicht beriicksichtigt. Bei der Umwandlung des Volumenintegrals in ein Oberfld-
chenintegral muss aber der Fluss durch die Grenzfliichen miteinbezogen werden.
Konkret erhilt man daher folgende vier Beitriige:

- D — iy 2, ®;;— By bl
—// FdA = yey—l WOl o T WLl (A o)
Q1

h/1171 2 h2j71 2

. Dip1y— By Dy — Pij1
— || FdA = —es—"——ph2y  fey—L—l L (A22
//Q2 AT, it ey (A

L B, — B, B2, Dy — B L,
_ FdA Div1y R ey Pl — Pig
/ /Q4 h, 2 P hy, 2

- / / Fad — —phli_ phZ (A.24)
Rand 2 2

(A.23)

—¢B

Durch Summation der vier Beitréige (A.21)-(A.24) kann wieder analog zu oben der
Differenzenstern assembliert werden. Die Punkte innerhalb der Kontaktregion -
das sind in Abb. (A.1) die Punkte {¢ = 1, j = 3,4, 5} fiir den Kontakt 1 - werden
nicht mitsimuliert. Wir weisen ihnen in der Poissonmatrix tiber eine Dirichlet-
Bedingung einen festen Wert zu, der aber nicht von Bedeutung ist. Im Prinzip
konnte man diese Punkte aus dem Poisson-Gleichungssystem eliminieren.
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Dirichlet-Randbedingungen

Zur Berechnung der eingebauten Spannung wird bei ohmschen Kontakten als
Randbedingung verschwindendes elektrisches Feld angenommen. Bei angelegter
Spannung hat man dann eine Randbedingung vom Typ Dirichlet (vgl. Kapitel
4.1), d.h.

d = const. (A.25)

Technisch wird dies realisiert, indem man fiir alle Gitterpunkte in der Kontakt-
region und fiir alle Punkte auf der Kontaktgrenzfliche - das sind in Abb. (A.1)
die Punkte {i = 1,2, j=2,3,4,5,6} fiir den Kontakt 1 - die Bedingung in Gl.
(A.25) direkt in die Matrix schreibt.

Stromgleichung

Bei der Stromgleichung gehen wir analog vor. Hier gilt fiir den Stromterm (fiir
Elektronenstrom) aus Gl. (A.1) (vgl. Kapitel 4.2):

ﬁ = jn = ﬂnﬁEFn

Bei der Auswertung der Fluss-Integrale benttigen wir dabei die Dichte n auf
den Begrenzungsfléichen des Kontrollvolumens, also zwischen zwei Gitterpunkten.
Wir bestimmen sie durch Bildung des Mittelwertes. Die zu Gl. (A.3) analogen
Gleichungen lauten nun fiir den Gitterpunkt (¢ = 5, j = 4) (siehe auch Abb. A.2):

Lo Efr — B b2y
—// FdA = +p ("48+"49) w P )
o 2 Mo 2

N3e + Nag Eszn - Ef;h hl;_y
I
2 h2; 2

Lo EFn  _ pFn
7//@2 FdA = —pu (n5042rn53> HL;LL “Lh2; 4+ (A.27)

ns +nso\ Bl — Bl hl;
2 h2 2
= nag +ns1 \ BE— B G h2;
_ FdAd = J I A28
/ /Qg e ( 2 ) M, 2 (4.28)
u <n67 + 7L51> E,F;LH - EzF]" hl;_1

2 h2; 2

I \ Efn . — EFnpo.
(2
Q4 (287

N2 + Neg ELFijFl - EZTL &
M\7 2 h2; 2
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Die Beweglichkeit wird entsprechend Anhang H ermittelt. Die Dichten n wer-
den mit dem gegebenen Quasi-Ferminiveau FEp, berechnet und als Parameter
betrachtet. Insgesamt erhilt man ein lineares Gleichungssystem:

AEp, =b

mit Epn = (Erni,---, EFn,l(M)T und der 104 x 104—Matrix A. Als Losung ergibt
sich ein neues Quasi-Ferminiveau Fp,. Dadurch éndert sich aber wieder Dichte
und damit die Strommatrix. Zur vollstéindigen Losung des Stromproblems muss
daher diese Rechnung mehrfach iteriert werden, bis Selbstkonsistenz erreicht ist.
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Anhang B

Diskretisierung der
Verspannungsgleichung

Die grundlegenden Aspekte bei der Berechnung der elastischen Verspannungen
wurden in Kapitel 4.3 dargestellt. In diesem Abschnitt soll néher auf die Dis-
kretisierung und die technischen Gesichtspunkte beim Aufsetzen der Matrix ein-
gegangen werden. Dabei wird wir fiir einen bestimmten Gitterpunkt Schritt fiir
Schritt der Differenzenstern assembliert.

Allgemeines
Die elastomechanische Verpannungsgleichung lautet ohne #ufiere Kriifte (vgl. Ka-
pitel 4.3):

-

Vz-6=0 (B.1)
Dabei stellt & einen Tensor zweiter Stufe (Matrix) dar. Es handelt sich hier

demnach um eine Gleichung mit drei Komponenten. Die Definition der Vektor-
divergenz V;z soll kurz in Erinnerung gerufen werden:

(Vo)=Y gros (=13 (B2)

Mit Hilfe des Gaufischen Satzes lisst sich Gl. (B.1) in integraler Form schreiben
mit dem Normalenvektor fi:

/vf.&dvz/ﬁ.&dA:o (B.3)
\4 A

Im Folgenden wollen wir uns mit der Diskretisierung der Gl. (B.3) im Rahmen
der Methode der finiten Volumen genauer befassen.
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Differenzenstern

Die Gleichung (B.1) umfasst drei Komponenten. Fiihrt man fiir jeden Gitter-
punkt die Integration tiber das jeweilige Kontrollvolumen (vgl. Kapitel 4.4)
durch, so erhilt man fiir N Gitterpunkte ein lineares Gleichungsystem der Di-
mension 3N x 3N. Die Losung des Systems wird durch die Auslenkung ; ;5 =
(ul{j’k, U7 g U j,k) eines Teilchens aus der Ruhelage fiir jeden Gitterpunkt (4, , k)
vollstéindig beschrieben, wobei der obere Index jeweils die Auslenkung in x1-, xo-
und z3-Richtung bedeutet. Die Gitterpunkte (¢, j, k) werden von 1 bis N durch-
nummeriert und jedem Punkt die drei Komponenten der Auslenkung zugewiesen.
Der 3N —dimensionalen Losungsvektor hat dann folgende Gestalt:

7= 1,2 ,3,1,2 3 1 2,3
U= (uhul:u1=u2au27u2~,-~~7uN7uN7uN) (B4)

Fiir die Komponenten des Verzerrungstensors gilt:

1 /out  oul
== B.5
Wie wir weiter unten sehen werden, gehen bei der Bildung der finiten Differenzen
am Gitterpunkt (4, j, k) alle benachbarten Gitterpunkte entlang der Koordinaten-
achsen und der Diagonalen ein. Z#hlt man den Punkt (4, j, k) mit, so umfasst der

Differenzenstern U (1...57) insgesamt 27 Punkte mit jeweils drei Komponenten
bei folgender Zuordnung:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
WUigk—1 | YWigk—1 | Wijrk—1|%ij—1k | Uii—1k | Uii—1k | Ui 1k | Wi 14k | Wi 1k

1 2 3 4 1 5 | 6 | 7 ] 8 |
1 2 3 1 2 3 1 2 3
whg | 08 | 08 | Wy g | g | g [0 [0 | 0
1011 | 12] 13 | 14 15 | 16 | 17 | 18
1 2 3 1 2 3
Wigkt+1 | Wigk+1 | Wigk+1 | Wim1j-1k | Wic1j-1k | Wi1,j-1.k
19 20 21 22 23 | 24
1 .2 3 1 2 3
Uity g1k | Yirr -1k | Wiv1j-1k | YWic1getk | Yic1ge1k | Yis1jt1k
25 26 27 28 29 30
1 2 3 1 2 3
Uit1 g1k | Yit1 41k | Wirt g1k | Yicigh—1 | Wimigk—1 | Yi1jk—1
31 32 33 34 35 36
1 2 3 1 2 3
Wit1,5k—1 | Wit1k—1 | Wit1gk—1 | Wic1jk+1 | Wim1k+1 | Wim1gk+1
37 38 39 40 41 42
1 2 3 1 2 3
Wit 15k+1 | Wit15hk+1 | Wit1gdet | Yig—1k—1 | Yig—1k—1 | Yij—16—1
43 44 45 46 47 48
1 2 3 1 2 3
Wig+1k—1 | Wij+1k—1 | Yij+1k—1 | Wi j—1k+1 | Wi j—1k+1 | Ui j—1k+1
49 50 51 | 52 | 53 | 54
1 2 3
Uikl | Yigriken | Yigiikel (B.6)
55 56 57
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In Abb. B.1 ist das Kontrollvolumen (vgl. Kapitel 4.3) fiir den Gitterpunkt
(i,7,k) dargestellt. Dieses kann in acht Oktanten unterteilt werden. Fiir die
Nummerierung gilt folgende Konvention:

Oktant 1 (i—,j—,k—)
Oktant 2 (i+,j—, k—)
Oktant 3 (i—, j+,k—)
Oktant 4 (i+, j+, k—)
Oktant 5 (i—,j—, k+)
Oktant 6 (i+,j—, k+)
Oktant 7 (i—, j+, k+)
Oktant 8 (i+,j+, k+)

Der grau unterlegte Oktant in Abb. B.1 ist demnach Oktant 6. Mit diesem
wollen wir uns im Folgenden néher befassen.

Integration

Die Integration wird gemif Gl. (B.3) iiber die Begrenzungsfliiche des Kontroll-
volumens durchgefiihrt. Dieses Integral setzt sich aus den acht Integralen iiber
die Oberflichen der entsprechenden acht Oktanten zusammen:

8

/ﬁ~&dA:Z/ it-6dA =0 (B.7)
A Oktant m

m=1

Die Begrenzungsflichen fiir den Oktanten 6 sind in Abb. B.1 mit A,;, A2
und A,3 bezeichnet. Die zugehorigen Normalenvektoren sind 7i; = (l,O,O)T,
ity = — (0,1,0)T und 75 = (0,0,1)7. Fiir die Flicheninhalte gilt:

2
Anl = % 7An2 =

hlih?)k
4

h1:h2;

) An3 = 4

Dabei bedeutet h1; den Abstand zwischen den Punkten ¢ und 7 + 1 auf der z-
Achse, h2; den Abstand zwischen den Punkten j und j + 1 auf der y-Achse und
h3x den Abstand zwischen den Punkten k und &k + 1 auf der z-Achse. Mit diesen
Bezeichnungen und der Relation

(7 - 6) = ojkn;
gilt nun:

. o1 021 031
/ A-6dA=| o120 | A — | 022 | Apa+ | 032 | Ans (B.8)
J Oktant 6 o013 093 033
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z-Achse

T(i,i,kﬂ)

y-Achse
) % g /
A n2 : A 91 ° ’
(1,K) v (+1,,k)
—_—— -]l * » x-Achse
e 4 (i»j-k)
(i.j-1, :

(i,j.k-1)

Abbildung B.1: Kontrollvolumen des Gitterpunktes (i, j, k). Die Begrenzungsfld-
chen sind die Mittelsenkrechten zu den Verbindungslinien zwischen zwei benach-
barten Gitterpunkten. Das Kontrollvolumen kann in acht Teilvolumina (Oktan-
ten) unterteilt werden. Jedem Oktanten ist eindeutig eine Materialsorte zuzuord-
nen. Oktant 6 ist grau unterlegt dargestellt. Bei der Diskretisierung muss der
Fluss durch die Flachen Ayy, Ans und Ayz berechnet werden.
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Fiir eine kompakte Darstellung des Spannungs- und Verzerrungstensors gehen
wir iiber zur Voigt-Notation (11 — 1,22 — 2,33 — 3,23 — 4,13 — 5,12 — 6).
Dabei macht man folgende Transformation:

€1 €11 g1 011
€2 €22 o2 022
€: €3 log: 033
3 33 7 3| 33 (B.9)
€4 2€93 04 023
€5 2€13 g5 013
€6 2€12 o o12

Das Hooksche Gesetz lisst sich nun in Matrix-Vektor-Schreibweise darstellen:

Jedem Oktanten kann eindeutig eine Materialsorte zugewiesen werden. Fir das
gegebene Material ist zuniichst die Elastizitdtsmatrix £ im Kristallsystem gege-
ben. Fiir den Oktant 6 lautet sie (hier fiir Zinkblende-Struktur):

C11 C12 Ci2
Ci2 C11 Ci12
[ Oktant 6 Ci2 Ci2 C11

Zinkblende —

Stimmen die Kristallachsen nicht mit den Simulationsachsen (z,y,z) iiberein,
muss die Elastizitdtsmatrix in das Simulationssystem riicktransformiert werden.
Dazu muss sie zuniichst auf die Form des vierstufigen Tensors Y E gebracht und
mit der Rotationsmatrix R;; (vgl. Kapitel 1.2) transformiert werden gemas:

(29,2) Kristall
E”k] = RiijanoRlpE op

mnop
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Anschlieflend wird sie wieder in die Voigt-Darstellung zuriickgefiihrt. Gleichung
(B.8) lautet nun:

a1 Jg 05
/ n-6dA O¢ Anl - g2 An2+ 04 A,f; = (Bll)
Oktant 6 o5 o4 o3
Ever + Eroey + Eizes + Eigeq + Eises + Eiges
= Egi€1 + Egzea + Egses + Eeacs + Egses + Eeges | Any —
Esi€1 + Esaea + Eszes + Esaeq + Esses + Esges
Egi1€61 + Eeaea + Eezes + Fgaeq + Eeses + Egseo
— | Eaier + Exer + Eozes + Eageq + Eoses + Easeg | Ao +
Eger + Eyes + Eyzez + Eugeq + Eyses + Fypeo
Esie1 + Essea + Eszes + Esqeq + Esses + Esges
+ | Eunel + Epes + Eyges + Egyey + Eyses + Egses | Aps
E3i€1 + Esaen + Eszes + Ezqeq + Esses + Esgeg

Diskretisierung

Die Diskretisierung erfolgt flusserhaltend, dann erhélt man eine symmetrische
Matrix. Im Einzelnen gilt fiir die Differenziale fiir die Teilfléiche A,;:

1 1 _ 1
Oul — Ugprjn — Uiy

R F hl;
6 = e ou? 1 Uik — Uk | Uiige — Yingoik
8y 2 h2]‘,1 h2j,1
o = e ot 1 U3 ka1 — U 4 U1 gkt — U1
’ B9 2 h3 3y,
1 udi —udi g, n Uy e — Ul
2 h2]‘,1 h2]'71
€ = 263 =2" l 6_u1 + a_us —9. l _l uz{jykﬂ - uil,j,k + uil+1,j,k+1 - ull+1,j,k +
’ ' 2\ 0z Oz 212 h3s h3y,
“?H,j,k - uf;k
R 1 3_111 n % _9. 1 1 “zlyk - uz{j—l,k i uil+1,j,k - uzlJrl,j—l,k n
2 8y or 2 _2 h2]',1 h2]',1

2 2
Uit1,5k — Wik
}Lli
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Fiir die obigen Differenziale wird der jeweilige Differenzenstern U (1. ..57) gebil-
det:

-1
€ — Uﬂ(lo) = h_li7 Uel(l?’) = hll
Ua(5) = 5mmi— U (1) = 5o Uy (14) = UL, (26) = ——
— = = = 95.10. T2
€2 € 5. h2j—17 € 5. h/2j71 » Ve 2. h2j71’ €2 2- h2j—1
~1 -1 1 1
& = Ual12) = 5522 Ua(15) = 550 Ua21) = 5, Ua45) = 5
1 —1 —1
=—U,(11) = ———,U,(12) = ———, U, (14) = ——
e — U,(6) 3 }L2j717U64( ) 7 h3k7U64( ) 2-h2; Uei(14) 2 h3y,
1 1 1 L
UQ( 5) 5 h2j71 s Us4( 9) 2. h3;’ UE4( 7) 2. }L2j71 ’ Ue“( ) 2 - h3g
-1 -1 -1
€5 — Ufs(lo) = 2_h3kU65(12) = levU%(l?’) = 2. h3k7UES(15) - hl;
1 1
U€5(19) = M7 U65(43) - 2. hgk
Ua(4) = =—2— U, (10) U, (11) = .U, (13) :
N _ - = — . =
€ © T 5 Tha, 202 hl; 2-h2j
1 -1
Uco(14) = h_117 UCG(25) = 2. h2j71

Diese Differenzensterne werden nun in Gl. (B.11) eingesetzt. Fiir den Fluss durch
Grenzfliche A, ergibt sich:

Ever + Eigey + Erzes + 2E14€4 + 2E05€5 + 2E1666
E61€1 + E62€2 + E63€3 + 2E64€4 + 2E65€5 + 2E6656 Anl
FEs1€1 + Esoea + Esses + 2F54e4 + 2FE55¢5 + 2FEs6¢6

E‘MU;1 + E12Uc.2 -+ E13ch + 2E14UC4 —+ 2E‘15[]€5 + 2E16Ucc,
— | EaU,, + EsUe, + Eo3Ue, + 2E64Ue, + 2Eg5Ue, + 2E6Uey | A
E51U61 + E52Uc2 -+ E53U53 —+ 2E‘54[]€4 + 2E‘55ch5 + 2E56Uce

Die Differenziale durch die Teilfliche A, lauten:

1 1 a1 1 1
o . Coul 1 (U g~ Uiy 4 Mgk ~ Yok
1 — 11 — -3
or 2 hl; hl;
2 02 a2
ou? Uik Uik

€ = €= —F5— =
8y h/2]',1
3 3 ) 3 |
. _ow’ 1 (ui,j,kJrl Wik | Wij—1k+1 ui,j—l,k)
3

3= E n § h/v?)k }L3k
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1 (0u®  Ou? 11 (Ul = Wy Uy — U1y,
- 9 —o. (=42 ) —92.2 |2 2Jskt 4J5 4J—Lk+ 4y —1,
S A (62 * ay) 3 |2 ( W 13 +
Uik — Uiy‘—l,k}
}L2j,1
1 /ou!  Oud D1 (W = Wan | U 1pn — Wk
5 = 2e3=2-~—+—=—]=2-=|= (2 )2 i s i
G = =2y (82 + m) 2 |2 ( W 13 *
1 U?Jrl,j,k - U’Z]k n U?Jrl,j—l,k - u?,j—l,k
1 /0ut  Ou? 1l —ul
= Qo =2. 2 — 4 ) =9.2 | bb¥ BIZE
€ €12 2 <8y * 81') 2 h2;_4 +

2 2 2 2
1 (Ui e — Uik . Uiy 1k — Yij_1k
2 hl; hl;

Daraus kann analog zu oben der Differenzenstern abgelesen werden.
Fiir die Differenziale durch die Teilfliche A,3 ergibt sich schliefllich:

o = o= ol 1 (W~ Y n Uig1ghen ~ Uik
ox 2 hl; h1;
6 = €= 9_u2 _1 Ui U1k n U ka1 — VD 1kst
8y 2 h2j,1 h2j—l
6 = = O Uy — Ui
' 0z h3y,
k Fa,2 2
€ = 2€3=2- 1 6—112 + @ =2 l Yighir — Yijk ui’j’k-ﬁ-
2\ 0z dy 2] h3
1 (Uige — Uik | Uhikn —Wann )|
2 h2]‘,1 h2j71 ]
€6 = 263=2- 1 aq—il + aLlS —2.1 [ = uil’j’hr
2\ 0z Ox 2 h3

l u?ﬂ,j,k - u?]k I u?+l,j,k+1 - “2]‘,k+1 1
2 ,le hll ]
1 /0ut  Ou? L1 fule =g | Wipe = W 1em
= 92 —9. - (= ) =—9.2 |2 2Js i,j—1, i,5,k+ u,J—1,k+
© = =iy <8y * 8.7:) 32 ( o 72, *

2 2 2 2 1
l Uit1jk — Uik I Wity jk+1 — Wijkt+1
2 ,le hlz ]

Auf diese Weise werden der Reihe nach fiir alle Oktanten die Differenzenster-
ne assembliert und aufaddiert. Da die Gleichung drei Komponenten aufweist,
erhilt man fiir jede Gleichungskomponente einen Differenzenstern U (1...57),
Uz (1...57) und Us (1...57). Die nichtverschwindenden Elemente werden nun in
die Matrix iitbernommen.
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Matrix Aufstellen

Das Rechtecksgitter habe die Dimension nl x n2 x n3, d.h. fiir die Indices gilt:
t=1,...,n1, 7 =1,....,n2 und k = 1,...,n3. Dann besteht das Gitter aus
insgesamt N = nl - n2 - n3 Gitterpunkten. Da wir pro Punkt drei Komponenten
haben, ergibt sich folgende Basis:

= (ul,uf,uf, ... up,ul,ud, . uly,uh, uy) (B.12)

» PUmoy Ymy Y

Dabei gilt fiir den Punkt (i, j, k) die Zuordnung m = (k — 1)-n2-nl+(j — 1)-nl+i.
Es soll nun beispielhaft das Element Us(24) fiir den Gitterpunkt (7,7, k) in die
Matrix iibernommen werden. Die Zeile des entsprechenden Matrixelements ist:

Zeile=[(k—1)-n2-nl+(j—1)-nl+i—-1]-3+2.

Laut der Definition des Differenzensterns (B.6) entspricht der Eintrag der Num-
mer 24 dem Gitterpunkt “’?—l,j—l,k' Daraus folgt fiir die Spalte des Matrixele-
ments:

Spalte =[(k—1)-n2-nl+((j—1)—1)-nl+(i—1)—1]-3+3.

Auf diese Weise werden der Reihe nach fiir jeden Gitterpunkt alle nichtverschwin-
denden Eintriige des Differenzensterns in die Matrix iibernommen.
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Anhang C

Kp-Hamiltonoperator fiir
Wurtzit

In Kapitel 2 wurden die Grundlagen der kp-Theorie erldutert und die von uns
verwendete kp-Hamiltonmatrix fiir Zinkblende angegeben. In diesem Abschnitt
soll knapp die Darstellung fiir Wurtzit dargestellt werden.

Hamiltonoperator ohne Spin-Bahn-Term und ohne Verspannung
Als Basiszustéinde wihlen wir |s 7>, |s |> fiir das Leitungsband und |z 1>,

ly 1>, |z 1>, |z |>, |y |>, |z |> fiir das Valenzband. Diese definieren somit die
Klasse A in Gl. (2.15):

Klasse A= {[s >, [s |>, [z T>, |y 1>, 2 1>, ]z |>, [y |>, ]2 | >}

Klasse B umfasst alle restlichen Bénder. Der Hamiltonoperator (ohne Verspan-
nungen und Spin-Bahn-Wechselwirkung) lautet dann wie folgt:

sl sljel gyl 27 «] yl 2]
Hee Hev

sT
s
z 7
yT H71’1) 0
g,
)
yl 0 Hy,
z |
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B+
H, = E,+ £k +
E, + L
Lyk2 + Mik2 + Msk? Nikok, Nokk
Nik,k, Mk2 + Lik2 + Msk? Nokyk.
Nokk, Nok.k, M (k2 + k2) + Lok?

Die Definition der Dresselhausparameter Ly, Lo, My, My, M3, Ny, Ny sind folgen-
dermafien definiert [24]:

< w\pxln>\ < y\p \n>|
L - oy lebinaf I o (<l of e
neB neB
L n? |< z|pz|n >\ (C2)
2T E,-E, '
neB
R <alpln > 7 < ulp \n >|
v o mg ey e
" neB 0 neB
< ﬂf\l’z|n >| < y\Pz\n >\
My, = C4
2 m2 Z m2 Z Ey — (C.4)
|< 2[paln > z|pT\n >\ |< z\pJ|n >\
M, = C.5
3 m2 Z Eo — ) Z Fy — (C.5)
n? < .1:|pT\n >< n|pyly > + < zlp \n >< nlpgly >
N, = — : Y Y z .
! m? Z Ey—E, (C6)
neB
2 < z|peIn >< n|p.|z > 4+ < zlp.n >< n|p,|z >
Ny = — - = (C7
T om? 2@; Ey— By (1)
. Z < ylpyln >< nlp.|z > + < ylp:|n >< n|p,|z >
m? neB EO*E”

E. und E, sind die Bandkanten des Leitungs- bzw. des Valenzbandes im Volu-
menhalbleiter. Weiter gilt:

— EC O HCCT 0
H“*(o E>+< 0 Hccl>

2 2

I I
HccT = Hccl = %Sg(kz + k‘j) + %Slkz =
0 0

mit

hz (kz + k2 + k‘2) + h2 ( )kQ
—S y Y c —I(S1 — S
2m0 2\ v z 2m0 ! 2%
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und
I HZ HY HY 0 0 0
“=\ 0 0 0 HZ HY HZ

mit

H** = Bikyk,+iPsk,

HY = Bykk, +iPsk,
H = Bskk, +iPk, (C.8)

Fiir die Dipolmatrixelemente gilt:

ih
P = fl—<s|pz|z>
m

P,

ih ih
—— < 8lpylr >=—— < s|pyly >
m m

Spin-Bahn-Wechselwirkung

Die Spin-Bahn-Wechselwirkung lautet in der Basis {|z 1>, |y 1>, |z T>, ]z |>, |y | >, ]z |>}:

0 —il,
1Ay 0

0 0 Ag

0
0 0 0 —ilAs

0
0 0 —iA; —iAy; 0 0
0

As  iAs 0 0 0

Die Basiszusténde, die diese Matrix diagonalisieren, sind [25]:

funar) = —%umy) n (C9)
fung) = %l(w—iw ) (C.10)
|ushT> = [z1) (C.11)
) = %I(r—iy) l (C12)
huny) = —%\(xwy) I (C13)
[usn) = [21) (C.14)

Ist Ago die Spin-Bahnaufspaltung, so gilt:
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Kristallfeld-Aufspaltung

In Wurtzit tritt zusétzlich die sog. Kristallfeld-Aufspaltung auf. Sie wird durch
die (3 x 3)-Matrix

Ay 0 O

0 Ay 0O

0 0 O
in den Unterrdumen {|z 1>,y 1>,|z 1>} und {|z |>,|y |>,|z |>} beriicksich-
tigt.

Verspannungen
Die Verspannungseffekte werden durch den Hamiltonoperator
HY = > Difeas
(a,8)=m,y,z

mit den Deformationspotenzial-Matrizen D*? beschrieben.
In der Basis {|z 1>, |y 1>,|z 1>} und {|z |>,|y | >, |z |>} ergibt sich:

li€ge + magyy + mae., N1€gy N9€as
He = Ni€zy M1€gz + lleyy + mae., N2€yz
No€ys N2y m3(€ge + €yy) + L€

Die Deformationspotenzial-Matrizen D*? haben die Form:

L 0 0 0 n1/2 0
p* = [0 m o), Dv=[mp2 0o o (C.15)
0 0 mg 0 0 0
my 0 0 0 0 ny/2
D* = 0 me O , D% = 0O 0 0
0 0 I ne/2 0 0
m; 0 0 0 0 0
DY = 0 I, O , D¥=10 0 mny/2
0 0 my 0 n/2 0

Die Auswirkung des Verspannungstensors € auf das Leitungsband wird durch das
absolute Deformationspotenzial fiir das Leitungsband a. beschrieben

E.— E.+ a.Sp(e).
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Spezielle Wurtzit Parameter
Fiir Wurtzit werden gewohnlich die Parameter Ay, ..., Ag anstelle von Ly, ..., Ny
verwendet. Es gelten folgende Beziehungen:
h2
Ly = Ni+M =—(As+A,+ A, —1) (C.16)
27TL(]
h2
Ly = — (A1 -1 c.ar
2 = (=) (€17)
h2
M, = —(Ag+A—A5-1 C.18
1 2mo( 4t Ay ) (C.18)
My = a4 (C.19)
2T oyt 3 ’
h2
My = —(As—1 C.20
s = (A1) (C20)
h2
N, = —2A C.21
1 2777,0 5 ( )
ﬁ2
Ny, = —24 (C.22)
2my

Fiir die Deformationspotenziale gelten éhnliche Relationen:

ny +my =ds+dy + do
d

dy+dy —ds

dy +ds

dy

2ds

V2dg

ot

aaagaaaq
3

O R Ol I O S )
Lrxesrsrs

=]
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Anhang D

Modelle fiir die
Dichteberechnung in 1D, 2D und
3D

Die Dichte wird entweder klassisch in Thomas-Fermi-Néherung oder quanten-
mechanisch durch Losen der Schrodingergleichung berechnet. In einer Quan-
tenregion kann es sinnvoll sein, Eigenzustinde nur innerhalb eines bestimmten
Energiebereichs bei der Dichteberechnung zu beriicksichtigen und fiir dariiber
liegende Zusténde die Thomas-Fermi-Zustandsdichte zugrunde zu legen. Diese
Energie bezeichnen wir fortan als Trennenergie Er,cp,. Will man die Dichte voll
quantenmechanisch berticksichtigen, so muss man geniigend viele Eigenzustéinde
berechnen und die Trennenergie gleich dem hoéchsten Eigenwert setzen. Dann
wird der Beitrag der Thomas-Fermi-Zustandsdichte oberhalb der Trennenergie
durch das Ferminiveau unterdriickt. In Einzelfillen kann es sinnvoll sein, nur
vollstéindig gebundene Zustiinde miteinzubeziehen und im Ubrigen die Dichte
klassisch zu berechnen. Ein Beispiel dafiir ist in Abb. D.1 gegeben.

In Folgenden sollen die Ausdriicke fiir die Dichten in einer, zwei und drei Dimen-
sionen kurz hergeleitet und zusammengestellt werden.

Klassische Dichten

Die Thomas-Fermi-Dichte kann folgendermaflen abgeleitet werden:
Ausgangspunkt ist die Zustandsdichte im Volumenhalbleiter:

9(B) = 3" 6(B — B,) |, (2., )] (D.1)

Dabei gilt fiir die Wellenfunktionen der freien Zusténde:

V() = (D.2)

B
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0.11 Trennenergie

LA e
A

Energie [eV]
o
o

A N Eo
-0.1
a
—p
5nm
Quantenregion

Abbildung D.1: Schematische Darstellung eines AlGaAs/GaAs-Quantentopfes
mit einem gebundenen Zustand. Nur dieser wird quantenmechanisch beriicksich-
tigt, oberhalb der Trennenergie wird die Dichte klassisch berechnet.

Mit der Formel n = [ g(E)f(E)dE erhélt man fiir die Elektronendichte:
2, (E;— Er
E

Die Zusténde werden iiber die Fermifunktion f und das Ferminiveau Er besetzt.
Im Folgenden wird eine parabolische Dispersion zugrunde gelegt (mit der effek-
tiven Masse m* und der Bandkante E():

h2k?

2m*

Ey(x,y,2) = Ec(x,y,2) + (D4)

Die Summation in Gl. (D.3) kann durch eine Integration ersetzt werden:

\% R
Z: w/o dk grai/spin (D.5)

Hier bedeutet V' das Normierungsvolumen. Der Faktor grai/spin enthélt die Spin-
und Talentartung. Dann ergibt sich fiir die Elektronendichte::

1 2m\ /2 Er— E
n(z,y,2) = 9ral/sping 573 (F) (kT)*? Fijo (%) (D.6)
Dabei bezeichnet Fy/, das Fermi-Integral der Ordnung 1/2, EF ist die Fermiener-

gie. Mit der Abkiirzung N, = gra/spingms (225)** (kT)*? erhalt man schlies-
lich:

Erp — Ec
n(z,y,z) = NoFij (%) D.7)
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Nichtparabolizitéten werden durch den sog. Nichtparabolizitéits-Faktor aey be-
riicksichtigt. Dieser ist folgendermaflien definiert (E kinetische Energie):

k2
2m

Definitionsgem#B hat er die Einheit [cey] = 4. Mit der Transformation

= E(l + Oéng)

a = a.vkT

wird a dimensionslos und es gilt nun fiir die Dichte:

Ep—E 5 Ep — Eg
n(z,y,2) = NoFi /2 (F]{TC) + 5@N0F3/2 (%) (D.8)

In Quantenregionen wird ab einer gewissen Trennenergie - wie oben beschrieben
- die Dichte klassisch berechnet. Dieser Anteil ergibt sich durch Integration iiber
die Thomas-Fermi-Zustandsdichte von Eryeny, ins Unendliche (Gl. D.5). Dadurch
erhilt man die sog. unvollstéindigen Fermi-Integrale:

Ep — Eo Bogoe — E.
n(r,y,z) = NCF1/2( Fk:T C,max[ dng C,O])+

5 EF - EC Eedge — EC
2o¢NCFg/2 ( T ,max| T ,0]] (D.9)

(D.9)
Die unvollstéindigen Fermi-Integrale werden in Anhang F néher erldutert. Fiir
die Locherdichten muss man nur EF}:TEC durch —Z& k}EV ersetzen.

Quantenmechanische Dichten in Einband-N&herung

Quantenmechanische Zustéinde werden entweder in Einband-N#herung oder im
Rahmen der kp-Theorie berechnet. Im Folgenden sollen kurz die Formeln fiir
die Dichteberechnung mit den Zustéinden aus der Einband-Schrédingergleichung
angegeben werden.

3D-Zustidnde Die Dichte fiir die dreidimensionalen Zustéinde der Einband-
Schrodingergleichung ergibt sich einfach durch Besetzen iiber das Ferminiveau:

E, - Ep

n(.r,y, )*gTal/Spmz‘\I] €, Y,z )l f( kT

)
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2D-Zusténde (homogen in z—Richtung) Die quantenmechanischen Zustén-
de sind die Losungen der zweidimensionalen Schrodingergleichung. Wir wollen die
Dichte herleiten fiir eine Quantenregion, die homogen in z—Richtung ist. Dann
kann man die Wellenfunktion ansetzen als:

; 1
eMF =, (1,y)

1
VL. VA

Hier ist ®,,(z,y) die Losung der zweidimensionalen Schrodingergleichung fiir k, =
0 mit Eigenwert E,. Fiir die kinetische Energie gilt nun:

\Il'y(ry Y, Z) =

h2k?

(s ka2, y) nt 2m,(z,y)

Allgemein ist n = [ g(E) f(E)dE (Gl. D.1), so dass sich fiir die Elektronendichte

ergibt:
E;-FE
n(z,y, 2) ZI\P 2y, |f< F)

wo f (E TEF) die Fermifunktion bedeutet. Die Summe kann aufgespalten werden

in eine Summation iiber die quantisierten Zustéinde und eine Integration iiber k.:
L (oo}
=N =30g [ dhorasn
ol n ks, n 0
Dadurch erhélt man:

E: — By
(-T Y, )_QTal/Spfm ZA Tf ’l/| /dk‘ f( T )

Daraus folgt fiir die Dichte (bei Integration bis 0o):

D, (z, m,(z,y) kT Er —E,
n(z,y,z Z| )l ( y)_F—l/Q (7FkT > (D.10)

n? 2

Im Allgemeinen wird oberhalb der Trennenergie die Thomas-Fermi-Zustandsdichte
zugrunde gelegt. Dann miissen wir fiir die gebundenen Zustéinde nur bis zu dieser
Energie integrieren:

1 1 ETrenn—Fn E B
kT R
n(z,y,2) = 9rai/sping— Z a | D, (z, y)|2/0 dk. f (kkiTF>
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Dies léisst sich umformen zu:
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m(x,y) kT 1
nyz) = Y ey T

EF - En EF — En Eedge — En
F — | - F_ 4 ,
|: vz ( kT ) i ( kT ’ mar[ kT i O]>:|

(D.10)

1D-Zusténde (homogen in (z,y)—Richtung) Mit den eindimensionalen Wel-
lenfunktionen erhilt man analog zu oben folgenden Ausdruck fiir die Dichte:

1+ eerters

m* kT
mp(T,y,2) = Zgvalley/spinm‘q>n(z)l2ln (m) (D.11)
v

Ableitungen der Dichten

Zur Berechnung der Newton-Korrektur fiir die nichtlineare Poissongleichung muss
die Ableitung der Dichte nach dem Potenzial berechnet werden (vgl. Kapitel 5).
Es werden im Folgenden die wichtigsten Relationen angegeben, die in diesem
Zusammenhang verwendet werden:

Fiir die Fermi-Integrale gilt:

d

(@) = Fyao)

Es ist zu beachten, dass fiir die unvollstéindigen Fermi-Integralen die Integrations-
grenzen ebenfalls vom Potenzial abhéngen:

1

() w
B0, = iy [ e (012

Betrachten wir dazu folgendes Funktional:

T(y)

G(y) = L g(z,y)dz

()
Dann gilt fiir die Ableitung:

d _ YW 9g(z,y) dy(
Cw = [ o). 97— 6(00).)

Fiir das Fermi-Integral (D.12) folgt daraus mit partieller Integration:

VB (), b, )] = Fyoale(),b(F), o)) V()
L b

- T(G+1)1+ =@ V#b(F) — e(7))]

T T e VA () (D13

Die I'—Funktion erfiillt einige niitzliche Relationen:

LG = vr (D.14)
r(—%) = o7 (D.15)
G = g D.16)
I'z+1) = al(x) (D.17)

KP-Zustéinde in 1D

Die kp-Zustinde bei 8 x 8—kp-Theorie lauten bei Quantisierung in z—Richtung
und Homogenitét in (z,y)—Richtung

8
U, (2,,2) = Y Xy (2) ey, (D.18)
i=1

mit den Blochfunktionen u;:

uw = IsT)
uy = |s)
ug = |z 1)
ug = |z ])
us = |y T)
u = lyl)
up = [z7)
ug = |z ]) (D.19)
Fiir die Zustandsdichte gilt allgemein:
9(B) =) 8(E—E) |V, (z,y,2) (D-20)

v
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Daraus ergibt sich fiir die Dichte der Ausdruck:

3
Il

[o®rsEE = [ S6(E - B (0. 2) F(ENE =
= > > W (wy, ) f(B) (D.21)

ke kuky
Weiterhin ist:
3
2 _ * ¥
[, (z,y,2)|" = E Xiy X jry Wil
ij=1

Nun muss man noch die Blochanteile u;u} loswerden. Dabei argumentiert man
folgendermaflen: Wenn wir die Dichte an der Stelle (z,y, z) berechnen, meinen
wir die durchschnittliche Dichte in dem finiten Volumen am Gitterpunkt (z, y, z).
Man nimmt nun an, dass die Funktionen u;uj stark variieren, so dass sich die
Integration separieren ldsst zu:

8 8
/ Z Xin Xy uitsd’r = / Z XWX;W‘PT/ uisd’r
B B Box

T i,j=1 0T j j—1

* 73,

L
> - e / dkydk,
ka,ky

Mit
und

erhéilt man schliellich:
1 . 3
n=>. e / dkydky Y x| (E,) (D.22)
k- 7

1D-Integration

Wenn die Energiedispersion in der 2D-Brillouinzone isotrop ist, d.h. E(k,,k,) =
E(k)) mit kﬁ = k2 + k2, so kann die Integration in Gl. (D.22) auf ein eindimen-
sionales Integral zurtickgefithrt werden mit [ dk,dk, — [ 2rk)dk):

=Y o / dkiky Y i F(E (Ry) (D.23)
k= i
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2D-Integration, Diskretisierung der 2D-Brillouinzone

Die zweidimensionale Brillouinzone wird homogen diskretisiert, wobei a;, die Fla-
che ist, die ein diskreter k-Punkt im k-Raum belegt. Dann folgt fiir die Dichte:

1 8
no= Y = [ dkdk, |y, f(E,) =
B L

z Z f(E’Y) Z ‘Xh'Zw(kzv ky) (D.24)

ke hasky

wobei w(ky, k,) = @%)zak‘

Zustandsdichte-Integration

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, zuerst die Zustandsdichte zu berechnen
und dann daraus die Dichte zu ermitteln:

1 d 8
n = %W'/dkzdkyzumﬁf(&):

Zﬁ/dE/dkzdkyé(E— E) F(B) Y b =
- l

> T / g(E)dE (D.25)

mit
o(E) = [ dhuid (B~ E) ()Y I (D.26)

Zur Berechnung der Zustandsdichte g(E) existiert ein eigenes Programm.




Anhang E

Diskretisierung des
Hamiltonoperators

In diesem Kapitel wird néher auf die nummerische Behandlung der Schridinger-
Gleichung eingegangen. Dazu muss zunéichst einmal der Hamilton-Operator auf
ein diskretes Gitter abgebildet werden. Die Eigenwerte und Eigenzusténde erhilt
man schliellich durch Diagonalisieren der resultierenden Matrix. Die Diskreti-
sierung ist technisch recht aufwiindig, da wir fiir Quantenregionen eine beliebige
Geometrie zulassen. Im Folgenden soll unser Vorgehen anhand eines zweidimen-
sionalen Beispiels illustriert werden.

Basis der Hamiltonmatrix

Das gesamte Bauelement wird - wie bereits erwéhnt - auf einem Rechtecksgit-
ter dargestellt. In unserem Beispiel handelt es sich dabei um ein Gitter mit
10 x 11 Gitterpunkten (Abb. E.1). Die Quantenregion ist durch eine gewis-
se Zahl von zusammenhéngenden Punkten definiert. Diese werden in unserem
Beispiel von 1 bis 35 durchnummeriert. Die Basis der Hamiltonmatrix umfasst
demzufolge 35 Gitterpunkte. Im Weiteren richten wir unser Augenmerk auf die
8 X 8-kp-Theorie. Dann miissen je Gitterpunkt 8 Spinorkomponenten berticksich-
tigt werden. Daraus ergibt sich schliefllich folgende 8 - 35-komponentige Basis fiir
die Eigenzustinde:

Basis = [([sT> [sl> |z1> |y1> [21> |zl> |yl> |zl>)|1,...7
O (e P S R e A b [

Der Index bezeichnet dabei den Gitterpunkt.

Diskretisierung

Beim Aufstellen der Hamiltonmatrix geht man alle Punkte von 1 bis 35 durch
und bildet jeweils den so genannten Differenzenstern. Dieser ergibt sich aus
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h x-Achse h
i LN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
h 1
nI
2
3 1 2 I3
I, 4 |5 6 |7 (8 |9
v 5 10 11 12 [13 14 15
Achse 6 16 [17 [18 [19 [20 |21
7 22 (23 [24 |25 |26 |27
8 28 [29 (30 [31 |32
9 33 34 |35
10
h|1oI
11

Abbildung E.1: Das Bauelement wird auf ein 10 x 11-Rechtecksgitter abgebildet.
Die Quantenregion ist grau unterlegt dargestellt. Die Gitterpunkte innerhalb der
Quantenregion sind von 1 bis 85 durchnummeriert.
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der Diskretisierung der Differenziale. Da wir Approximationen erster Ordnung
verwenden, gehen nur direkt benachbarte Punkte ein.

Differenzenstern

Betrachten wir konkret den Punkt mit der Nummer 25 (siche Abb. E.1). Aus
der Diskretisierungsvorschrift (2.68) ergibt sich fiir das Differenzial 62 folgender
Ausdruck:

& v = 2 Wy + 2 Wos +
912 |y his(his + hag) o0 hag(hus + hag)
2 2
— — v E.1
{ his(his + hig)  hig(his + hig) » (E1)

Dabei bezeichnen ¥|, die Wellenfunktion am Punkt k (k = 1,...,35) und hin
den Gitterabstand zwischen der Koordinatenlinie mit ¢ = m und i = m + 1 auf
der x-Achse. Entsprechend erhélt man fiir das Differenzial 85:

82

2
2

2
- Uy + Ty +
2 hjs(hgs + hy) " Byr(hs + hyr)
2 2

{_ hjo(hje + hyr)  hyr(hys + hyr)

\IJ25 (EQ)

Bei gemischten Differenzialen 9,0, ergibt sich:

1
(his + hig) (e + hyr)

618y\11|25 = (W15 — Wog — Wog + Uyy]

Wie man an diesen Beispielen sieht, gehen in den Differenzenstern des Punktes
25 alle benachbarten Gitterpunkte, ndmlich 18, 19,20, 24, 26, 29, 20 und 31 ein.
Fiir die Differenziale erster Ordnung hat man schliellich:

vorwdirts

%F 25 ﬁ W26 = W) (E.3)
%F ;:Ckwms ﬁ (o5 — V4] (E4)
(%F ::mam ﬁ (T30 — Ws] (E.5)
%F :akwmts ﬁ T .
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8 x 8-kp-Matrix

Bei der 8 x 8-kp-Theorie wird der Hamiltonoperator durch eine 8 x 8-Matrix
dargestellt. Entsprechend besteht der Differenzenstern aus insgesamt neun 8 x 8-
Matrizen. Dies soll im Weiteren anhand eines Beispiels erldutert werden. Nehmen
wir fiir den Hamiltonoperator folgende Gestalt an:

AR2
B2 Dk, iEk,
H=
Dk, . Chuk,
—iEk, Chky, -

Wie in Kapitel 2.3 beschrieben, ist die diskretisierte Hamiltonmatrix H &hnlich
einer hermiteschen Matrix H, d.h.

H=DH

mit einer positiv definiten Diagonalmatrix D. Das Aufstellen der hermiteschen

Matrix H und der Diagonalmatrix D geschieht nun wie folgt: Man durchliuft
die Gitterpunkte innerhalb der Quantenregion von 1 bis 35. Es wird jeweils
der 8 x 8—Differenzenstern, bestehend aus neun 8 x 8—Matrizen, aufgesetzt.
Betraclhten wir exemplarisch wieder den Gitterpunkt 25. Hier gilt mit obigen
Formeln:

2 2
Atz + we)
(hjg + hj7)
B2 42 ) . 2iD- 2B
= Tj7)
6 37 . - .
(his + hig) (hje + hj7) (his + hig)
7725
A% =
—2iD- o
(hje + hj7)
_2p. .
(his + hig)
F(his + hig)-

(hje + hy

S
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0
7Ah—fs(hj5 + hj7)
0 0 0
0 0 0 o
. H> . =
1:1251 o .. i—1,5—1 0 . C
i 2ZD(h]6 + h’j7) e 0 0 C
0
0
0 0
—Ari(hj(; + }Lj7) 0 0 0
0 727D(h]6 + h]'7) 0 HZ') =
- . i+1,j-1 0 _C
HY ;= 0 0 0 —_C
0 0
0
0 0
0 0 0 0
—B-2(h, ) 25 _
Bh]6 (his + hig) 0 0 HP? = 0 e
H® = 0 e
o 0 0
0 0
0 0 0 0
) s, = -
7Bm(h/15 + hiG) 0 2E(h15 + h,s) i+1,j+ 0 - C
2% . C
Hijn = 0 - 0 )
0 = 0
Hier meint der obere Index, dass der Differenzenstern am Gitterpunkt 25
0 aufgestellt wird. Die Bedeutung der unteren Indices ist in Abb. E.1 erkennbar.
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Die Diagonalmatrix D hat schliellich die Gestalt

(dlv dhdl:dhdhdh dlv, dh s 7d257 d25>d257d257 d25; d257d257 d257 R

D=
- dss, dss, d3s, d3s, d3s, d3s, dss, das)T
mit

1

dys =
2 (h15 + hiﬁ)(hjﬁ + h]‘7)

Matrix beschreiben

Jetzt muss nur noch der Differenzenstern in die Hamiltonmatrix geschrieben wer-
den. Da wir uns auf dem Gitterpunkt 25 befinden, gehen die neun 8 x 8-Blocke
in die Zeilen (25 — 1) - 8 + 1 bis 25 - 8 der Systemmatrix ein. Die jeweilige Spalte
ergibt sich aus der Nummer des entsprechenden Nachbarpunktes geméf folgender
Zuordnung:

Position relativ zu (i,j) Spalte in Systemmatrix

(t—1,7-1) 18
(1,7 —1) 19
(i+1,7-1) 20
(t—1,7) 24
(i, 5) 25
(i+1,5) 26
(i—1,j+1) 29
(i,j+1) 30
(i+1,j+1) 31

Konkret heisst dies, dass die Matrix Hf“l j—1 in die Zeilen (25 — 1)-8+1 bis 25-8

und die Spalten (18 — 1) - 8 + 1 bis 18 - 8 der Systemmatrix geschrieben wird.
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Anhang F

Fermi-Funktionen

Wie in Anhang D deutlich wird, treten in den Halbleitergleichungen sehr hiufig
sog. Fermi-Integrale auf. Diese sind definiert als:

1 oy
Fj(x):F(jJrl)/o e (F-1)

Deshalb ist eine effiziente Auswertung dieser Funktionen sehr wichtig. In der
Regel kommt man dabei mit analytischen N#herungsformeln aus. Wir konnten
uns hier meist auf bereits bekannte Niherungen stiitzen, wobei aber viele Pa-
rameter durch lineare Ausgleichsrechnung neu bestimmt werden mussten. Diese
recht technischen Dinge sind Gegenstand des Kapitels.

Allgemeines

Uber die Berechnung der Fermifunktionen gibt es viele Versffentlichungen. Zu-
nichst werden wir eine allgemeine Methode vorstellen zur Auswertung der Fermi-
Integrale beliebiger Ordnung j fiir beliebige . In den darauf folgenden Kapiteln
werden dann Néherungsformeln behandelt fiir die Félle j = 1/2, j = —1/2 sowie
die Umkehrung des Fermi-Integrals der Ordnung j = 1/2.

Die Methoden, die fiir die Berechnung dieser Integrale vorgeschlagen wurden,
konnen in vier Kategorien unterteilt werden [55]:

e Reihenentwicklungen
e spezielle numerische Quadraturschemata
e Tabellierungen

e Approximation durch Polynome oder rationale Funktionen

Michele Goano [55] gibt eine Reihenentwicklung an, mit der sich Fermifunk-
tionen beliebiger Ordnung auswerten lassen. Die Grundidee besteht darin, den
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Integrationsbereich aufzuteilen in die beiden Intervalle [0,2) und (z, c0) und fiir
beide Teilbereiche unterschiedliche geometrische Reihendarstellungen zu verwen-
den:

1 S (=) er ) fir t> (F2)
L 1o (e fur < '

Die Integration wird gliedweise durchgefiihrt. Die Techniken zur effizienten Aus-
wertung dieser Ausdriicke sind in [55] dargestellt. Da oft eine begrenzte Genau-
igkeit ausreicht, sind analytische N&herungsformeln sehr attraktiv. Diese werden
in den folgenden Abschnitten behandelt.

Analytische N#herung fiir das Fermi-Dirac-Integral [} 5(z)
X. Aymerich-Humet et al. [68] geben folgende Formel an:

-1

32 e "
1/c] 5z + I'(3/2)

[b+x+(\:rfb\c+a)

mit den Parametern

= 9.60
b = 213
c = 240

Der relative Fehler ist hierbei kleiner als 0.53%.
Genauer, dafiir aber auch aufwindiger ist die Darstellung von P. Van Halen und
D. L. Pulfrey [69]. Sie nehmen dabei eine Fallunterscheidung beziiglich z vor:

ST ae fir <0
ZZZI ba™ ! fir 0<z<2
ST et fir 2<2<5

3/2 7 dy 5
2y ey fir oz >5

Fip(r) =

Die Koeffizienten von Stephen A. Wong [70] wurden etwas modifiziert und sind
am Ende des Kapitels angegeben. Man erreicht damit eine relative Genauigkeit
von 4.9 - 1075,
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Analytische Niherung fiir das Fermi-Dirac-Integral F_/y(x)

Hier haben wir die Methode von P. Van Halen und D. L. Pulfrey [69] etwas
abgewandelt. Die Reihenentwicklung lautet nun:

S aeT fir oz <=2
ZZ:1 ae™ fir —2<z<0
F_ip(z) = ZL ™! fir 0<2<25 (F.5)
S eart fir 25<2<5
LD ey fiir z>5

Die Parameter, die in [69] angegeben sind, liefern ungenaue Resultate. Wir haben
sie daher mittels linearer Ausgleichsrechnung neu bestimmt und am Ende des
Kapitels aufgelistet. Die erzielte relative Genauigkeit liegt nun bei 6 - 1076.

Analytische Niherung fiir das Fermi-Dirac-Integral Fl’/;(n)

Eine einfache und recht genaue Formel wurde von N. G. Nilsson gefunden [71]:

x=FLn) =lng+ K (F-6)
1/2 [64 + 0.055247(64 + /)] "

Man erreicht damit eine Genauigkeit von 5 - 1075 fiir Werte bis zu n = 34.3.
Als Alternative kann man die Nullstelle der Gleichung

Fijale) —n=0 (F.7)
mit der Newton-Raphson-Methode suchen, wobei man die Beziehung
d
%Fm(x) =F_yp(x) (F.8)

ausnutzt. Die Funktionen F}jp(x) und F_y /() konnen dabei mit dem Algorith-
mus von Goano [55] mit der gewiinschten Genauigkeit berechnet werden.

Der Quotient F% /F_%

Der Funktionsverlauf des Qotienten Fé JF_ 1 in Abhéingigkeit vom Argument ist
in Abb.(F.1) dargestellt [52]. Insbesondere gilt:

F (,I)/F7% () -1 fir z<-1 (F.9)
Fy (z)/Ffé(x) — ;:c fir > 1 (F.10)

Dieses Verhalten muss man bei der Implementierung fiir grofie und kleine Argu-
mente beriicksichtigen.
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Abbildung F.1: Quotient der Fermi-Integrale der Ordnung 1/2 und -1/2.

Zusammenfassung

Zusammenfassend haben wir, ausgehend von bekannten Niherungen fiir Fermi-
Integrale, diese modifiziert und die Paramter neu bestimmt. Man erreicht damit
eine fiir uns in der Regel ausreichende Genauigkeit. Als Ergebnis liegt nun eine
Programmbibliothek vor, die es gestattet, die Fermifunktionen in allen Varianten
effizient auszuwerten. Die Koeffizienten sind fiir die Ordnung j = 1/2 und j =
—1/2 (vgl.GL. [F.4],[F.5]) in folgender Tabelle zusammengestellt:

a b c d a
1 1.000000 0.765148 0.780957 0.752253 -
2| —0.353568 0.604887 0.572544 0.928195 —
3 0.192439 0.190034 0.214193 0.680839 —
j=1/2 | 4| —0.122973 2.00194 - 10~2 1.384327 - 10~2 25.7829 -
5| 0.077134  —4.126438-10~3 —5.549494-10~3 —553.636 -
6 | —0.036228 —4.70959 - 10~* 6.488149 - 10~4 3531.43 -
71 0.008346 1.5007147 - 10~4  —2.840505 - 10~° —3254.65 —
1 1.000000 0.6048983 0.4162655 1.1283792 0.9999729
2| —0.707107 0.380116 0.7898693 —0.4644314 —0.7061996
3| 0.577346 5.924798 - 102 —0.3246935 —1.5891441 0.5674493
4| —0.499848 —1.432051-10"2 0.1893185 —121.5185 —0.4484073
j=-1/2| 5| 04445297 —4.55487-107% —7.263595-10~2 3262.095 0.2957803
6 [ —0.381935 1.636784 - 103 1.707887 - 10~2 —5256.636 —0.1309140
71 0.238611 1.377651-10~* —2.418336 - 10~3  —329073.72 2.721918-10—2
8 - —1.183038 - 104 1.906250 - 10~* - -
9 — 1.391864 - 10~° —6.451653 - 106 - -




Anhang G

Modellierung von
Metall-Oxid-Silizium- Kontakten

In diesem Kapitel soll kurz auf die Modellierung von Metall-Oxid-Halbleiter Kon-
takten (MOS-Struktur) eingegangen werden. Formal kann dieser MOS-Kontakt
wie ein Schottky-Kontakt behandelt werden. Bei einem Schottky-Kontakt (vgl.
Abb. G.1) wird neben der angelegten Spannung nur die Barrierenhhe @ ange-
geben. Dahinter steckt die Annahme, dass die Bandkante aufgrund von Oberflé-
chenzusténden gegeniiber dem Ferminiveau fixiert ist (engl. pinning).

Fiir MOS-Strukturen werden in der elektrotechnischen Literatur stets zwei Wer-
te angegeben [76]: Die Austrittsarbeit im Metall @), und die Austrittsarbeit im
Silizium ®g (sieche Abb. G.2). Die Austrittsarbeit ®,; ist die Energie, die bens-
tigt wird, um ein Elektron von der Fermienergie aus dem Metall herauszulosen,
also auf Vakuumniveau zu bringen: ¢q®y = Eyc — Epn. Entsprechend ist fiir
die Austrittsarbeit im Silizium ®g = E,o. — Fpg. Die Austrittsarbeit ist daher
abhingig von der Dotierung. Daneben ist noch die Elektronenaffinitét definiert.
Sie beschreibt den energetischen Abstand von der Leitungsbandkante zur Vaku-
umenergie. Es ist x; die Elektronenaffinitéit des Oxids und yg die Elektronenaf-
finitét des Siliziums. Diese Groflen sind in Abb. G.2 fiir ein MOS-System, das

qcDBI N E
Er (¢

Metall  Halbleiter

Abbildung G.1: Modell fiir einen Schottky-Kontakt an einer Halbleiter-Metall-
Grenzfliche. Im einfachsten Full ist er durch die Barrierenhohe ®p vollstindig
bestimmt. Dahinter steckt die Annahme, dass die Bandkante durch Oberflichen-
zustande gegeniiber dem Ferminiveau fixiert ist.
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Vakuumniveau

Y Y

{ax;

q(I)S q X'S
Dy AEG

Metall  Oxid Silizium

Abbildung G.2: Banddiagramm einer MOS-Struktur, die sich nicht im thermody-
namischen Gleichgewicht befindet. Es bezeichnen ®yy die Austrittsarbeit des Me-
talls, ®g die Austrittsarbeit im Silizium, x,; die Elektronenaffinitat des Ozids, xg
die Elektronenaffinitit des Siliziums, Ep v das Ferminiveau des Metalls, Ep s das
Ferminiveau des Siliziums, E¢ die Leitungsbandkante des Siliziums und AE¢ die
Leitungsbandkanten-Diskontinuitit an der Grenzfliche vom Silizium zum Oxid.

sich nicht im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, eingezeichnet. Befindet
sich die MOS-Struktur nun im thermodynamischen Gleichgewicht, so bilden sich
Raumladungen aus, aus denen sich das eingebaute Potenzial ergibt (Abb. G.3).
Dadurch verschiebt sich die Vakuumenergie entsprechend, das Ferminiveau ist
nun im gesamten Bauelement konstant. Formal kann diese Randbedingung wie
ein Schottky-Kontakt behandelt werden. Es gilt fiir die Barrierenhshe ®p:

bp =Dy — x;.

Weiterhin ist
AEc + gx; = axs,

Daraus folgt:
q®p = qPx — qxs + AEc (G.1)

Man kann dies auch als Funktion der Differenz der Austrittsarbeiten schreiben:
CI)B = ((I)Aij)s_)+(chEpﬁg)+AEc (GZ)

Fir Gl. (G.2) ist zu beachten, dass die Grole &5 und der Ausdruck Ec —
Ergs von der Dotierung im Silizium abhéngig sind, wihrend in Gl.(G.1) nur
dotierunabhéngige Materialgroflen eingehen.
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qd,

Metall Oxid Silizium

Abbildung G.3: Banddiagramm fir die MOS-Struktur im thermodynamischen
Gleichgewicht. Durch das eingebaute Potenzial verbiegt sich die Vakuumenergie
entsprechend. Als Randbedingung kann man formal einen Schottky-Kontakt mit
Barrierenhohe q®p = q®y — qxg. + AEc ansetzen.
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Anhang H

Ladungstrigerbeweglichkeit und
Rekombination

Der Stromfluss wird im Rahmen der Drift-Diffusions-Néherung beschrieben, die
daraus resultierende Stromgleichung wurde in Kapitel 4.2 dargestellt. Darin tritt
als Parameter die Ladungstrigerbeweglichkeit auf, welche séimtliche Streuprozes-
se modelliert. Dieser Abschnitt stellt einige empirische Modelle hierfiir vor. Die
Rekombinationsraten koppeln die Kontinuitétsgleichung fiir das Leitungs- und
Valenzband. In der Praxis sind drei Mechanismen von Bedeutung, welche hier
kurz diskutiert werden.

Ladungstrigerbeweglichkeit

In die Beweglichkeit gehen im Wesentlichen die effektive Masse m* und die mitt-
lere Streuzeit 7 ein:
er(r)

() = ) (H.1)

Die mittlere Streuzeit 7 wird durch eine Vielzahl von Streumechanismen be-
stimmt: akustische und optische Phononen, ionisierte und neutrale Storstellen
sowie Streuung der Teilchen untereinander. Dafiir gibt es eine Reihe von Mo-
dellbildungen, die Abhingigkeiten von Temperatur, Dotierung und Feldstirke
beinhalten [9]:

e Dotierungsabhingigkeit:
Die Streuung der Elektronen und Lécher an den ionisierten Donatoren und
Akzeptoren kann im Rahmen des Chaughey/Thomas-Modells behandelt
werden. Mit zunehmender Dotierkonzentration Np + N4 ( fiir Donatoren

und Akzeptoren) nimmt die Beweglichkeit ab und nithert sich asymptotisch
einem Minimalwert an:

l'L 0.
pn(ND + Na) = 1y iy + —— 2o (H.2)
1+ <ND+NA>
N,

pynref
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Die GréBen fi, , mins Hpnps Npnres Und oy sind Parameter, der Index p/n
bedeutet Loch oder Elektron.

e Temperaturabhiingigkeit:

Die Streuung an akustischen Phononen bewirkt eine starke Temperaturab-
héngigkeit der Beweglichkeit, da die Besetzung der Phononen eine Funktion
der Temperatur ist:

=) (13)
Hpn(T) = iy 77 :
Die Potenz 1, ist ein Modellparameter.

e Feldstirkeabhéngigkeit:

Bei hohen Feldstirken kommt es durch Emission von optischen Phononen
zur Driftséttigung. Dies wird durch folgendes Modell beschrieben:

= 12 T
:up,n(E): ﬂp apm B (H4)
B | p,n
()

Epn, apn und B, ,, Modellparameter, E ist das elek-

Hier sind wieder f,, ,,,
trische Feld.

Generations- und Rekombinationsraten

Wie in Kapitel 4.2. dargestellt, koppeln die Rekombinationsterme die Trans-
portgleichung fiir die Elektronen und die Locher. R(7) beinhaltet Generations-
bzw. Rekombinationsrate und hat positives Vorzeichen, falls die Rekombinati-
onsprozesse iiberwiegen. Im Folgenden werden die drei wichtigsten Mechanismen
vorgestellt und phénomenologische Modelle angegeben [9].

e Shockley-Read-Hall-Rekombination (Rsrp)

Die Rekombination iiber eine tiefe Storstelle in der Bandmitte wird durch
die SRH-Formel beschrieben:

p-n—n?
Tp(n +n;) + 7p(p 4 1)

Rspy = (H5)

Die Ladungstrigerdichte im thermodynamischen Gleichgewicht ist mit n; =
ng = po bezeichnet. Im Gleichgewicht verschwindet demnach die Rekom-
bination. Die Streuzeiten 7,, héingen von der Storstellen ab. Sie werden
mithilfe der halbempirischen Kendall-Beziehung beschrieben:

Tpn0
Tpn(Na+ Np) = WZW (H.6)

Nop,ref
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o Auger-Rekombination (R 4y)

Bei der Auger-Rekombination werden Impuls und Energie des rekombinie-
renden Ladungstriigers von einem Ladungstriiger der gleichen Sorte auf-
genommen. Da hier ein drittes Teilchen beteiligt ist, tritt diese Art der
Rekombination hauptséchlich in Bereichen mit extrem hoher Ladungstra-
gerdichte auf. Die empirische Formel fiir die Auger-Rekombination lautet:

Raug = Cnn(p2 - an) + Cpp(nQ - nlz) (H.7)

Die Rate skaliert mit der dritten Potenz der Ladungstrigerdichte, da es
sich um einen Dreiteilchen-Prozess handelt. C,, und C), sind als Parameter
gegeben. Auch hier gilt, dass die Rate im Gleichgewicht np = n? gegen
Null geht.

e Direkte Rekombination (Rg;)

Die direkte Rekombination von Elektron und Loch erfolgt hauptséchlich
iiber einen strahlenden Ubergang, welcher nur bei Halbleitern mit direkter
Bandliicke, wie zum Beispiel I1I-V Materialien, moglich ist. Allerdings gibt
es auch bei indirekten Halbleitern die Moglichkeit der Rekombination iiber
ein Phonon. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist jedoch sehr gering:

Ry = C(np —n) (H.8)

Der Koeffizient C' ist ein Modellparameter.




Anhang I

Bandkantenverlauf in
Heterostrukturen

In diesem Abschnitt wird das Modell der 'natiirlichen Banddiskontinuitéiten’ kurz
vorgestellt. Die wesentlichen Resultate wurden dabei von Matthias Sabathil in
seiner Diplomarbeit beschrieben [51]. Sie sollen hier aber der Vollstéindigkeit
halber und zum besseren Verstindnis aufgefiihrt werden.

Bei der Behandlung von Heterotibergéingen sind zwei Effekte zu beachten:

e Diskontinuitéiten der Bandkanten am Grenziibergang zwischen zwei Mate-
rialien aufgrund der unterschiedlichen energetischen Lage der Bandkanten
relativ zu einem gemeinsamen Referenzniveau.

e Verénderungen in der Bandstruktur durch mechanische Verspannungen.

Im Rahmen des Modells der 'natiirlichen Banddiskontinuitédten’ nimmt man
an, dass die Bandenergien verschiedener Materialien auf einer absoluten Energies-
kala angegeben werden konnen. Der Energiesprung am Ubergang zwischen zwei
unverspannten (‘natiirlichen’) Materialien kann daher aus der Differenz der ent-
sprechenden absoluten Energien berechnet werden. Die Verschiebung der Bénder
durch Verspannungen wird von den ’natiirlichen’ Diskontinuitéiten als vollkom-
men abgekoppelt betrachtet und muss separat mittels linearer Deformationspo-
tenziale bestimmt werden.

Das Hauptproblem besteht darin, die Bandenergien auf einem absolutem Niveau
anzugeben. Im Wesentlichen geht man dabei folgendermaflen vor:

e Zunichst wird die Bandstruktur fiir die einzelnen Materialien mit herkémm-

lichen Dichte-Funktional-Rechnungen (DFT) beziiglich eines Referenz-Niveaus

bestimmt. Bei diesem Referenz-Niveau handelt es sich entweder um ein ge-
mitteltes Potenzial oder um tief liegende atomare Niveaus.
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A B 1.Schritt:

Dle Berechnung der

LB Bandstruktur erfolgt

A LB separat fir jedes
A Materlal und fiihrt zu
relativen Energien

VB beziiglich eines

Referenz-Niveaus

A T

Referenz-Niveau Referenz-Niveau

e Der entscheidende Schritt ist nun die Festlegung dieser Referenz-Niveaus

auf einer absoluten Skala. Dies geschieht im Rahmen der 'Model Solid
Theory’ von van de Walle [43]. Dabei withlt man das mittlere Potenzi-
al als Referenz-Energie. Dazu wird ein Modell-Festkorper konstruiert, der
aus neutralen Atomen besteht. Da bei einem neutralen Atom das Poten-
zial schnell genug auf Null abfillt, erhilt man einen absoluten Nullpunkt,
der als Bezugspunkt fiir die errechneten mittleren Potenziale dient. Um
die atomaren Potenziale zu erhalten, muss man eine Konfiguration fiir die
Besetzung der s- und p-Orbitale finden, die derjenigen im Kristall &hnlich
ist. Dazu verwendet man Daten aus ’tight-binding’-Rechnungen, welche die
Bandstruktur aus der Kopplung atomarer Orbitale bestimmen [51].

A Referenz-Niveau B f\hscgﬂﬂ: 4
ordnung der

Referenz-NIveaus auf
----------- elner absoluten Skala.

0

Eine wichtige Bedingung fiir die Einfithrung einer absoluten Energieskala
ist die Transitivitit der Bandkantendiskontinuitéiten. Dies bedeutet, dass
der Bandkantensprung zwischen zwei bestimmten Materialien konstant ist,
unabhéngig davon, wieviel andere Materialiibergéinge dazwischen liegen.
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A B
3.Schritt:

LB Zusammen mit den
Bandstrukturen aus
dem 1. Schritt
ergeben sich dle
VB ‘natdrichen’
Diskontinuitéten der
Bander.

Referenz-Niveau

0

Lineare Deformationspotenziale

Die Verschiebung der Bandkanten unter Verspannung wird durch die linearen De-
formationspotenziale beschrieben. Eine Volumendeformation des Kristalls fiihrt
iiber die absoluten Deformationspotenziale zu einer Verschiebung des Schwer-
punkts entarteter Bénder. Scherspannungen haben dagegen iiber die Scher-
Deformationspotenziale eine Aufhebung der Entartungen bei gleichzeitigem Fest-
halten des Schwerpunktes zur Folge.

Aufhebung der Entartung
durch Scherspannung

A
T~—

/

entartete Bandkante
unverspannt

Verschiebung des Schwerpunktes
durch 'absolutes' Deformationspotenzial

Der Unterschied zwischen den zwei Arten von Deformationspotenzialen liegt
darin, dass die relative Aufspaltung von Biéndern sowohl experimentell als auch
theoretisch sehr gut zuginglich ist und somit die zugehorigen Deformationspo-
tenziale wohl definiert sind. Die absolute Verschiebung des Schwerpunktes macht
sich hingegen nur an den Grenzen zu anderen Materialien bemerkbar und ist
deshalb genau wie die 'natiirlichen’ Banddiskontinuitéten eine schwer zu bestim-
mende Grofle. Die Berechnung der absoluten Deformationspotenziale verlduft
daher analog zu der der Banddiskontinuitéiten und beruht im Wesentlichen auf
vergleichbaren Annahmen. Die Definition der Deformationspotenziale findet sich
in Kapitel 2.
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